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Découvrez aussi mon premier ouvrage !

25 Applications fascinantes

Ce livre présente, de facon simple et accessible, 25 situations issues de
la vie réelle ou les mathématiques jouent un role déterminant.

Vous y découvrirez comment les mathématiques interviennent dans :

— le traitement des maladies infectieuses,
— la finance et les décisions économiques,
— les réseaux sociaux,

— les transports et la logistique,

— la météo, I'alimentation, les sondages, et bien plus encore.

Chaque chapitre part d’'une question concrete, et montre comment un outil
mathématique peut y répondre, avec pédagogie, exemples et illustrations.

Ou le trouver ? Sur Amazon, ou en me contactant directement via

LinkedIn.

Un bon complément a ce livre st vous aimez relier les maths a la
vraie vie.


https://www.amazon.fr/25-applications-fascinantes-math%C3%A9matiques/dp/B0CWDWMH2N




Pourquoi ce livre ?

Reconcilier les adultes avec les mathématiques

Ce livre n’a pas seulement pour but de vulgariser les mathématiques.

Il est aussi une invitation : une main tendue aux adultes qui, un
jour, ont été convaincus qu’ils n’étaient "pas faits pour les maths".

Beaucoup d’adultes gardent un souvenir douloureux ou frustrant de leurs
années scolaires, notamment en mathématiques. Et sans le vouloir, ils trans-
mettent ce vécu a leurs enfants — par leurs mots, leurs soupirs, leurs re-
gards.

"Mozi, j’ar toujours été nul en maths."

"Les maths, c’est trop compliqué.”

"Tu verras, c’est l'enfer au lycée..."

Ces petites phrases, répétées sans méchanceté, peuvent semer des graines
de peur ou de rejet chez les enfants. Et ¢’est souvent avant méme qu'’ils aient
eu l'occasion de découvrir la beauté et la logique des mathématiques.

Et si on changeait cela? Et si, en tant qu’adultes, nous changions
notre regard sur les maths ? Non pas pour devenir experts, mais pour ouvrir
un espace plus doux, plus accueillant, plus curieux.

Ce livre est la pour ca.

A travers des exemples concrets, accessibles, parfois ludiques, il vise & re-
connecter chacun a I’utilité et a la beauté des mathématiques
dans la vie quotidienne.

Car en réconciliant les adultes avec les maths, nous changeons aussi le
regard que les enfants porteront demain sur cette discipline.

Ce n’est pas de la magie. C’est des maths. Et c’est pour tout le
monde.

Ce livre présente les 50 premiéres applications concretes des
mathématiques dans notre quotidien et dans des domaines variés : santé,
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informatique, économie, écologie, intelligence artificielle, et bien plus encore.

Mais ce n’est que la moitié du voyage. Le second volume, contenant
50 autres applications, sera publi¢ tres prochainement.

Note a la lectrice, au lecteur

Ce livre est un ouvrage de vulgarisation scientifique. Il a pour objectif de
montrer, a travers des exemples variés, comment les mathématiques sont
présentes dans notre quotidien, nos décisions, nos environnements tech-
niques ou naturels.

Pour rendre les concepts accessibles et vivants, certaines démonstrations
sont volontairement simplifiées, et de nombreuses hypotheses implicites ou
classiques sont parfois posées sans étre détaillées. Cela ne remet pas en
cause la rigueur de fond, mais permet de mieux saisir l'intuition derriere
les idées.

Certaines modélisations mathématiques présentées dans les chapitres re-
posent également sur des choix d’hypotheses (idéalisations, linéarités, don-
nées constantes, etc.), dans le but de montrer la mécanique d’un raisonne-
ment ou la pertinence d’un outil.

Ce livre est une tnvitation a explorer en profondeur pour bien com-
prendre. St vous souhaitez aller plus loin, chaque chapitre peut étre un
point de départ vers des lectures plus spécialisées.
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Histoire des mathématiques

Les mathématiques : entre fascination et crainte

Peur des Maths : Pour Joie des Maths : Pour
certains, elles sont une d’autres, elles sont un outil
abstraction complexe, une langue puissant, une logique universelle
réservée aux initiés. qui structure le monde.

Pourquoi vulgariser les mathématiques ?

Un constat que j’entends souvent

"Encore un jour ou le cosinus ne m’a pas servi!'

Pourquoi je fais de la vulgarisation ?

— Pour montrer que les maths ne sont pas réservées aux spécialistes.
— Pour aider chacun a mieux comprendre le monde qui nous entoure.

— Pour redonner confiance a ceux qui pensent que 'les maths, ce n’est
pas pour eux'.



Les maths c’est la vie!

— Présentes partout dans notre quotidien.

— Une discipline universelle et intemporelle.

s Une base pour I'innovation, la recherche et la technologie. )

0.0.1 Un voyage a travers I’histoire des mathématiques

Reperes historiques essentiels
— Antiquité : calculs babyloniens, géométrie égyptienne.
— Grece antique : Pythagore, Euclide, Archimede.

~ Moyen Age : développement de 'algebre arabe, mathématiciennes
africaines.

— Renaissance : Descartes, Newton, la révolution analytique.

— Epoque moderne : intelligence artificielle, finance, écologie, cryp-
tographie.



1. Les maths derriere la génération de
texte en IA

Introduction

Problématique

Comment une intelligence artificielle (LLM) génere-t-elle des réponses a

l'aide des mathématiques?

En résumé, le modele suit six étapes :

. Encodage du texte via 'algebre linéaire.
. Analyse contextuelle avec les probabilités.
. Passage dans un réseau neuronal de type Transformer.

1
2
3
4. Optimisation des parametres par descente de gradient.
5. Evaluation via la théorie de l'information.
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. Génération finale du texte.

Encodage du texte

Les mots sont représentés par des vecteurs dans un espace de grande
dimension :

W = (W, W, ..., wy) € RY,

avec R? représentant un espace mathématique a d dimensions ot chaque
dimension peut capturer une nuance de sens, et les w; (avec i = 1,2,3...)
les composantes du vecteurs w dans Ry .

Exemple pour le mot "Fourier' :

Weouier = (—0.12,0.54, ..., —0.89).
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Ici, chaque chiffre est appris par le modele et représente la signification du
mot dans I'espace correspondant. Néanmoins, dans le cadre de cet exemple,
ces valeurs sont purement illustrative.

L’ensemble du texte devient une matrice :

wyp W12 ... Wid
Wo1 W9 ... Wy

X — . ; . ) . ' 5 e ]RnXd)
_wn71 wmg . wn’d_

ou n est le nombre de mots.

Prédiction par les probabilités

La prédiction des mots ce font de fagon progressive. La probabilité du
mot suivant (w; + 1), sachant les mots qui précedent (w;...w;), est donc
calculée comme suit

exp(s(w;, wit1))
P(w; LWy =
(wH—l ‘wh 3 wz) ZJ eXp(S(w@', wj)) ’

ol s(w;, w;) mesure la similarité (cosinus) :

WZ"W]'

)=

On mesure la similarité s entre le contexte (w;) et chaque mot possible
(wj ou w; + 1). Plus I'angle est petit, plus ils sont proches en significa-
tion/contexte. La fonction exp transforme ces scores (pour les rendre posi-
tifs et accentuer les meilleurs), puis on normalise pour obtenir des résultats
probabiliste.

Propagation dans un réseau Transformer

Les Transformers utilisent un mécanisme clé appelé “attention”. Il per-
met au modele, pour prédire le mot suivant, de “faire attention” et de peser
I'importance de différents mots dans le contexte, méme s’ils sont éloignés.
Les Transformers utilisent 'attention comme suit :

V k
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ou ), K,V sont les matrices requétes, clés et valeurs, et dj, la dimension
des vecteurs clés. En effet, la requéte demande de l'info, les Clés disent ce
que chaque mot offre, les Valeurs donnent le contenu et 'apprentissage est

stabilisé par /dj,

Optimisation par descente de gradient

Les parametres sont ajustés a chaque étape d’apprentissage :
WD — W) — Ty L(W)
ol :
— W représente l'ensemble des parametres du modele (incluant les vec-
teurs mots et autres poids du réseau) qu’on veut améliorer.

— L(W) est la fonction de perte ou d’erreur qui mesure a quel point le
modele se trompe.

— Vi L(W) (le gradient) indique la direction de la pente de I'erreur.

— 1 est le taux d’apprentissage, un petit pas qu’on fait pour corriger les
parametres.

Théorie de I'information : évaluer la diversité
L’entropie H(X) permet de quantifier la diversité de la sortie :
H(X)=-— %:P(xz) log P(x;),
ou X est 'ensemble des mots possibles en sortie, et P(x;) est la proba-

bilité de chaque mot z; prédite par le modele. En pratique, on ajuste la
“température” pour controler H(X).

— Faible H(X) : réponse prévisible.
— Elevé H(X) : réponse aléatoire.
Génération finale du texte

Une fois les probabilités calculées et optimisées, I'TA génere un texte. Par
exemple :



Exemple de réponse générée

La transformation de Fourier est une technique permettant de convertir
un signal du domaine temporel vers le domaine fréquentiel, ce qui est

crucial en TA pour analyser des patterns cachés dans les données.

Note : Cette réponse optimisée contraste avec des résultats moins
structurés qu’on pourrail obtenir avec un code Python brut. L’amé-
lioration continue des modeles permet d’affiner la qualité et ainsi, la
qualité du text généré vient avec l’apprentissage.

Conclusion
Grace a l'algebre linéaire, aux probabilités, aux réseaux Transformers, a

'optimisation et a la théorie de I'information, les IA génératives peuvent
produire des textes cohérents et pertinents.

Les maths, c’est la vie.

Pour aller plus loin

Pensez a explorer davantage ce domaine passionnant, et si ce chapitre

vous a plu, n’oubliez pas de suivre Clotilde Djuikem sur LinkedIn
et Tioh Academy sur YouTube.




2. (C’est quoi la modélisation mathéma-
tique ?

Traduire 1a situation 3
l'aide de modéles
mathématiques

Qu’est-ce que la modélisation mathématique ?

Définition

La modélisation mathématique consiste a représenter un phénomene
réel a l'aide de mathématiques pour mieux comprendre et résoudre des
problemes. On construit des équations ou des systemes qui reproduisent

\le comportement observé dans le monde réel. )

Applications :
— Prédire I'évolution d'une épidémie.
— Optimiser la production d’une entreprise.

— Simuler des phénomenes physiques comme la météo ou les fluides.
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Les étapes de la modélisation mathématique

1. Identification du probleme

Comprendre la situation réelle et choisir les éléments clés a modéliser.

2. Formulation mathématique

Traduire le probleme en termes mathématiques avec des variables, des
parametres et des équations.

3. Résolution du modele

Utiliser des techniques mathématiques (résolution d’équations, simula-

tions) pour trouver des solutions.

4. Interprétation des résultats

Analyser les résultats obtenus et les comparer aux aux données actuelles
ou réel.

5. Validation et ajustement

Si le modele est inexact, ajuster les parametres ou les hypotheses pour
obtenir une meilleure correspondance.

Exemple : La croissance d’une population

Probleme : Comment la population d'une espece évolue-t-elle dans le
temps ?
Hypothese : La population croit proportionnellement a sa taille :
dP
dt

ou P(t) est la population au temps ¢, et  est le taux de croissance.

rP

Solution :
P(t) = P()ert

avec Py la population initiale.
Interprétation : La population croit de fagon exponentielle si r > 0.
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Types de modeles mathématiques

— Modeles algébriques : utilisent des équations simples pour décrire
des relations.

— Modeles différentiels : décrivent comment un systeme évolue dans
le temps.

— Modeles statistiques : basés sur les probabilités pour modéliser
des phénomenes incertains.

— Modeles de simulation : utilisent des algorithmes pour simuler
des systemes complexes.

Application : Le modele SIR

Probleme : Modéliser la propagation d’'une maladie.
Equations :

dsS dl dR
W 5er. Y BST — AL a7

ou S(t), I(t), et R(t) sont les populations susceptibles, infectées et réta-
blies.

Utilité : Ce modele permet de prédire la dynamique d'une épidémie.

Conclusion

La modélisation mathématique est une approche pour comprendre, pré-
dire, et optimiser des phénomenes réels. Elle est présente dans de nom-

breux domaines comme les sciences, 1’économie, ou la biologie.
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3. Comment les banques calculent les in-
téréts ?

Situation du quotidien

Tu ouvres un compte d’épargne. On t’annonce un taux d’intérét an-
nuel de 5%. Mais que signifie vraiment ce 5% ? Combien vas-tu gagner
dans un an ? Et dans 5 ans ? Pourquoi certaines personnes gagnent-elles
plus, alors qu’elles ont mis la méme somme au départ? Les mathé-
matiques des intéréts peuvent tout changer dans ta facon
d’épargner.

/

Les outils mathématiques : intéréts simples et intéréts com-
poOsés

[l existe deux grandes manieres de calculer les intéréts sur ton argent :

— Intérét simple : les intéréts sont calculés uniquement sur le capital
de départ.

— Intérét composé : les intéréts générés sont eux-mémes réinvestis, et
produisent a leur tour des intéréts.

Voici les formules utilisées :

— Intérét simple : A = P(1 + rt)

— Intérét composé : A= P(1+r)

Ou :

— A : le montant total apres ¢ années

— P : le capital initial (la somme déposée)

— 7 le taux d'intérét annuel (en décimal, donc 5% = 0,05)

— 1 : la durée en années
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Exemple concret

Imaginons que tu déposes 1 000 $ sur un compte épargne a 5 % d’intérét :

— Avec intérét simple, apres 3 ans :

A =1000 x (140,05 x 3)=1000 x 1,15 =1150%

— Avec intérét composé, apres 3 ans :

A =1000 x (14 0,05)* = 1000 x 1,157625 = 1157,63 $

La différence peut sembler petite au début... mais plus le temps passe,
plus elle devient importante!

Pourquoi c’est utile ?

Réflexion

Savoir comment les intéréts fonctionnent, c’est :

— ¢viter de se faire piéger par des préts cotiteux,

— mieux choisir ses produits financiers (compte épargne, assurance
vie, etc.),

— comprendre la dynamique de I'’endettement ou de l'investissement,

— transmettre a ses enfants des bases solides pour mieux gérer leur

argent.
5 J

Et dans la vraie vie?

Les banques utilisent généralement l'intérét composé. Cela signifie que
plus tu laisses ton argent longtemps, plus il travaille pour toi. C’est ce qu’on
appelle « l'effet boule de neige ».

Mais attention, c’est exactement le méme mécanisme qui fait qu’une
dette non remboursée peut exploser avec le temps! Les mathématiques ne
mentent pas : elles montrent comment les décisions d’aujourd hui fagonnent
notre avenir financier.
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4. Comment les mathématiques nous per-
mettent d’optimiser la répartition des
budgets publicitaire ?

Probleme posé

Pourquoi les publicités que vous voyez en ligne semblent-elles si bien
vous correspondre 7 Et comment les entreprises choisissent-elles les bons
canaux publicitaires tout en maitrisant leurs budgets? Les mathéma-
tiques, et en particulier la programmation linéaire (encore appelée opti-
misation linéaire, est une technique de programmation mathématique,
utilisée pour la résolution de problemes d’optimisation dans lesquels les
contraintes et les objectifs peuvent étre exprimés sous forme linéaire.),

\offrent des outils puissants pour répondre a ces questions. J

Un objectif clair : optimiser les ressources

L’objectif d'une entreprise est souvent de maximiser son impact publici-
taire (nombre de personnes atteintes, taux de clic, conversions, etc.) tout en
respectant des contraintes de budget, de disponibilité ou de performance.
Cette situation se préte parfaitement a une modélisation en programmation
linéaire. De plus, les publicités en ligne semblent souvent bien vous corres-
pondre parce qu’elles sont personnalisées grace a une collecte massive de
données (Cookies et traceurs) sur votre comportement numérique (pro-
fil dge, lieu, préférences, historique d’achat...) et ceci n’est que le résultat
d’un algorithm modeliser grace aux mathématiques.

Formulation générale du modele
On cherche a maximiser une fonction objectif de la forme :
Maximiser Z = cix1+ coxo+ -+ -+ ¢,y
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Sous contraintes :
a;1x1 + aprs + - - -+ apx, < by

a91T1 + A22%o + -+ - + a2, Ty < bo

x; > 0 pour tout ¢
ou :
— x; est le montant alloué¢ au canal publicitaire 7,
— ¢; représente lefficacité attendue de ce canal (portée, clics, etc.),

— les coeflicients a;; traduisent les contraintes de budget ou de stratégie.

Exemple concret

Une entreprise souhaite répartir un budget de 10 000 $ entre deux ca-
naux : - x1 . Google Ads, - x5 : Facebook Ads.

Elle évalue que : - Chaque 1 000 $ investis sur Google Ads rapportent
30 points d'impact. - Chaque 1 000 $ sur Facebook Ads en rapportent 50.

Mais elle ne peut pas dépenser : - plus de 10 000 $ au total, - plus de 7

000 $ sur Google, - plus de 5 000 $ sur Facebook.
Le probleme devient :

Maximiser Z = 30x1 + 505

avec :
1+ xo < 10
r1 <7
To < D
r1,T9 > 0
Résolution

Ce probleme peut étre résolu graphiquement ou par la méthode du sim-
plexe qui est une procédure itérative permettant d’effectuer une exploration
dirigée de 'ensemble des solutions réalisables de base. Ainsi, la solution op-
timale est :

r1=7 et x9=3
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Soit : - 7 000 $ sur Google Ads, - 3 000 $ sur Facebook Ads.

Le gain maximal est :

Z =30 x 7450 x 3 =210+ 150 = 360

Conclusion

La programmation linéaire permet de prendre des décisions optimales
dans un contexte contraint. Dans le domaine publicitaire, elle aide a ré-
partir un budget entre plusieurs canaux pour maximiser l'efficacité des
campagnes. Cette méthode, simple mais puissante, est largement utilisée
dans le marketing, la logistique, et la finance.
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5. Pourquoi étudier les nombres premiers ?

Un nombre premier est un entier naturel strictement supérieur a 1 qui

n’a que deux diviseurs : 1 et lui-méme.

Par exemple : 2, 3, 5, 7 et 11 sont des nombres premiers. Ils ne sont
divisibles que par 1 et eux-mémes.

Les briques de ’arithmétique

Les nombres premiers sont considérés comme les “atomes” des entiers.
Selon le théoreme fondamental de 'arithmétique, tout entier naturel peut
s’écrire comme un produit unique de nombres premiers (a I'ordre pres).

— Exemple : 12 = 22 x 3 (identiques a 3 x 22)

— Leur étude permet de mieux comprendre la structure interne des nombres
entiers.

Application en cryptographie

Les nombres premiers jouent un role central dans la cryptographie mo-
derne, notamment dans les algorithmes RSA (Rivest-Shamir-Adleman).

— Clés de chiffrement : On choisit deux grands nombres premiers p
et ¢, puis on calcule n = p X q.

— Sécurité : Le produit n est utilis¢é comme partie de la clé publique.
La difficulté a retrouver p et ¢ a partir de n (la factorisation) garantit
la sécurité.

Exemple : Envoi sécurisé d’une image

Imaginons que vous voulez envoyer une photo privée en toute sécurité.
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1. Le destinataire choisit deux grands nombres premiers p et ¢, calcule
n = p X q et publie n et un exposant e comme clé publique.

2. Vous convertissez la photo en données numériques, et pour chaque
nombre m vous appliquez le chiffrement :

c=m° modn

3. Vous envoyez les valeurs chiffrées c.

4. Le destinataire utilise sa clé privée d pour retrouver chaque donnée :

m =c* modn

Ce systeme est fondé sur les propriétés uniques des nombres premiers.

Application en biologie : les cigales périodiques

Certaines especes de cigales, notamment en Amérique du Nord, émergent
tous les 13 ou 17 ans — deux nombres premiers.
Pourquoi ces cycles?

— Ils réduisent les chances de coincider avec les cycles de reproduction de
leurs prédateurs (souvent de 2 a 5 ans).

— Cela maximise leurs chances de survie.

Ainsi, les nombres premiers deviennent un outil de survie dans la nature.

Théorie : ’infinité des nombres premiers

Le mathématicien grec Euclide a démontré il y a plus de 2 000 ans que
les nombres premiers sont infinis. Utilisons le raisonnement par I'absurde
que nous avons étudié précédement.

Supposons qu’il n’en existe qu'un nombre fini, notés py, po, . . . , p,. Construi-
sons le nombre :

Ce nombre n’est divisible par aucun des p; car il reste 1 dans chaque
division. Il est donc soit premier, soit divisible par un autre nombre premier
non listé, ce qui contredit 'hypothese.

Conclusion : il existe une infinité de nombres premiers.

18



Le plus grand nombre premier connu

Le plus grand nombre premier connu est le nombre de Mersenne,

de la forme :
9136279841 _ 4

Ce nombre a été découvert le 11 octobre 2024 et contient plus de 41
millions de chiffres. 11 a été identifié grace au projet GIMPS (Great Internet
Mersenne Prime Search), utilisant la puissance de milliers d’ordinateurs.

Un nombre de Mersenne est de la forme 2P — 1, avec p premier. Ces
nombres sont recherchés pour leur beauté mathématique, mais aussi pour
leurs applications pratiques comme la cryptographie.

Conclusion

Les nombres premiers sont essentiels en mathématiques, en cryptogra-
phie, en biologie, en informatique et au-dela. Ils relient 1'abstraction pure
a des usages concrets, et continuent de fasciner chercheurs et curieux du
monde entier.
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6. Pourquoi utilise-t-on le raisonnement
par ’absurde ?

Qu’est-ce que le raisonnement par ’absurde ?

Le raisonnement par I'absurde consiste a démontrer la vérité d'une af-

firmation en supposant qu’elle est fausse, puis en montrant que cette
hypothese conduit a une contradiction.

Principe général

Le principe est simple :
— On suppose que I'énoncé a démontrer est faux.
— On développe cette hypothese logiquement.

— Si on aboutit a une contradiction, on conclut que notre hypothese de
départ était fausse.

— Par conséquent, ’énoncé initial est vrai.

Ce type de raisonnement est tres utilisé en mathématiques, logique, mais
aussi en philosophie, informatique ou prise de décision.

Exemple mathématique : lirrationalité de /2

On souhaite prouver que /2 est irrationnel.
— Supposons que V2 = 3 avec a et b entiers premiers entre eux.
— En élevant au carré, on obtient 2 = %; = a’ = 2b°.
— Donc a? est pair, donc a est pair.
— On peut écrire a = 2k, donc a? = 4k? = 2b* = b* = 2k°.
— Donc b est aussi pair, ce qui contredit le fait que a et b soient premiers
entre eux.

Conclusion : notre hypothese est fausse, donc v/2 est irrationnel.
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Exemple philosophique : le paradoxe de 'omnipotence
Peut-on concevoir un étre tout-puissant qui crée une pierre qu'’il ne peut
pas soulever 7 En analysant cette question par I'absurde :

— Si une telle pierre existe, 'étre n’est plus tout-puissant (il ne peut pas
la soulever).

— S’il ne peut pas la créer, il n’est pas tout-puissant non plus.

Cette contradiction permet d’illustrer les limites conceptuelles du concept
d’omnipotence.

Exemple en informatique : validation d’un algorithme
Supposons qu'un algorithme de tri laisse une liste non triée.
En suivant cette hypothese :
— On analyse le fonctionnement de chaque étape.

— On identifie une incohérence : par exemple, une comparaison est contre-
dite par un échange précédent.

Conclusion : si on arrive a une contradiction, on en déduit que 1'algo-
rithme fonctionne correctement dans le cadre défini.

Exemple de la vie quotidienne

Vous hésitez a changer de route pour éviter un embouteillage.
Raisonnement par 'absurde :
— Supposons que tout le monde prenne la nouvelle route.

— Elle devient alors plus bouchée que la route initiale.

— Cette contradiction suggere que changer de route ne garantit pas un
meilleur choix.

Exemple mathématique : Peut-on diviser par zéro?

Supposons que 1'on puisse diviser par zéro :
— Soit a = b # 0. Alors a® = ab.
— On soustrait b* : a® — b* = ab — V°.
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— Ce qui donne (@ — b)(a +b) = b(a — ).
— En divisant par a — b = 0, on obtient a + b = b.
— Or a =0, donc 2b = b, donc 2 = 1.

Cette absurdité montre que 'on ne peut pas diviser par zéro.

Conclusion

Le raisonnement par ’absurde est un outil fondamental pour démontrer,
tester ou méme simplement réfléchir. II permet d’aborder des problemes
indirectement et de fagon souvent plus accessible. On le retrouve aussi bien
dans les démonstrations formelles que dans les raisonnements quotidiens.
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7. Maths pour comprendre les maladies

Cette situation est-elle vraiment derriere nous ?

Cette image reste gravée dans nos mémoires. La pandémie de COVID-19 a
bouleversé le monde entier. Mais comment les scientifiques prennent-ils des
décisions en période de crise sanitaire 7 Les mathématiques sont I’un
des outils les plus puissants pour comprendre et anticiper la
propagation des maladies.

L’un des modeles les plus utilisés : le SIR

Le modele SIR est I'un des modeles épidémiologiques les plus simples.

Il divise la population en trois catégories :
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Susceptibles Infectés Rétablis

Les variables du modeéle SIR

— S : Susceptibles — les personnes pouvant étre infectées.
— I : Infectés — les personnes qui propagent la maladie.

— R : Rétablis — guéris, et qui ne peuvent plus étre infectés.

Les équations du modele SIR

Les équations différentielles qui décrivent ce modele sont :
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Y _B39T
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— [ : taux de transmission de la maladie.
— 7 : taux de guérison (en général, 1/~ est la durée moyenne de guérison).

La premiere équation étant la variation dans le temps des personnes
succeptibles détre infectées, la seconde la variation de ceux propageant la
maladie et la derniere la variation des personnes guéris et ne pouvant plus
étre infecté.

Le nombre de base de reproduction R

Le fameux Ry est un indicateur clé :

Ry
Y

Interprétation

— 51 Ry > 1 : I'épidémie se propage.

— 51 Ry < 1 : I'épidémie régresse.

Exemple concret

Imaginons :

0.3

0.1
Cela signifie que, dans cette situation, une personne infectée va en moyenne

B=03 et v=01=Ry= 3

contaminer 3 autres personnes si personne n’est immunisé et qu’aucune me-
sure n’est mise en place.

C’est une dynamique exponentielle : ces 3 personnes en contamineront
chacune 3 autres, et ainsi de suite. Ce type de propagation rapide explique
pourquoi certaines épidémies peuvent se répandre tres vite si on n’agit pas
rapidement. Pour bien illustrer voila 3 cas :
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Basic Reproduction Number (RO) = Attack
Rate * Contacts

AR =60% AR=40% AR=100%
RO=3 RO =2 RO=5

Pourquoi c’est important ?

Manipuler R, pour sauver des vies

La compréhension de Ry permet d’adapter les politiques publiques :
— Le confinement
— La quarantaine

— La vaccination ciblée

— La gestion des contacts
N /
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Pour aller plus loin... avec les poissons!

équations differentielles

S1 = by — f11151h — B121S1h — di S
L1 = B111S1h + P121S1h — (611 + di) Ly

h =enli — (1 +di)h
Ri =y1h — diR
i PO PO ERE S = by — fo1152h — Ba21S2b — b'S:

Spocien L[> = $21152h + Ba21S2h — (e21 + do) Lo

Species 1
= ? o ? — TIJ & b =¢els — (v21+ do)b
4.5 diLy &l ]
Ro =21 — da Rs.

Endémique Pas de virus

Océan Arctique

Fleuve Mackenzie

Les modeles SIR ne servent pas qu’a comprendre les virus humains! Ils
s’appliquent aussi aux maladies animales, comme celles que j’étudie actuel-
lement sur les poissons dans le cadre de mon postdoctorat au Canada.
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8. La transmission et la propagation du
VIH/SIDA

FIGURE 8.1 — Illustration de la propagation du VIH/SIDA

Comment les mathématiques peuvent-elles modéliser la transmission du
VIH, la progression vers le SIDA, ainsi que les mortalités naturelles et
lices a la maladie, tout en calculant le nombre de reproduction de base

Ry?
- )

Réponse : Nous allons utiliser un systeme d’équations différentielles
pour représenter I'évolution des différentes catégories de la population, et
analyser comment les parametres influencent la propagation.

Modele mathématique avec mortalité naturelle et liée a la
maladie

Nous considérons trois catégories :
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— S : individus susceptibles,
— I : individus infectés par le VIH (asymptomatiques),
— I5 : individus atteints du SIDA (symptomatiques).

Le systeme différentiel représentant la variation temporelle de chacun

des individus ci-dessus est :

dS

=7 = M(S+ I+ b) = BS(h + eb) — S
dI

dtl = BS(I1 +ely) —oly — p, 14

dI

df =ol; — (,LLQ + Un)IQ

ou :
— [ : taux de transmission du VIH,
— ¢ < 1 : sidéens transmettent moins que les porteurs asymptomatiques,
— o : taux de progression vers le SIDA,
— A\, : taux de natalité,
— Wy, - mortalité naturelle,
— o : mortalité lice au SIDA.

Ces variations sont fortement affecté par les taux de natalités et de mor-
talité (naturelle et liéce au VIH) d’ou la proportionalité.

Calcul du nombre de reproduction de base R

Le Ry représente le nombre moyen de nouvelles infections provoquées
par un seul infecté au début de I'épidémie.

RO — ﬁAn(8+MH+M2)
fn (i + ) (o + pi2)

— Si Ry > 1, I'épidémie se propage,

— Si Ry < 1, l'infection s’éteint (hypothese théorique en l'absence de
traitement).
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Influence des parametres sur R

— [ : plus le taux de transmission est élevé, plus Ry augmente.

— 1, - une mortalité naturelle plus forte diminue Ry, car les individus
vivent moins longtemps pour transmettre.

— o0 : une progression rapide vers le SIDA diminue aussi Ry, car les
personnes symptomatiques sont moins actives sexuellement et vivent
moins longtemps.

Applications et utilité du modele

Ce modele permet de :
— Simuler I'évolution de I'épidémie en fonction de différents parametres,

— Estimer le seuil d’intervention nécessaire pour faire descendre Ry en
dessous de 1,

— Guider les politiques de prévention et de traitement (ex. : campagnes
ciblées, acces aux antirétroviraux).

Limites du modeéle

— La progression vers le SIDA est supposée constante (o), sans prise
en compte des traitements qui la ralentissent.

— Le modele ne tient pas compte des campagnes de prévention, ni de
'effet des médicaments sur 5.

— Il suppose une population homogene en matiere de comportement,

ce qui ne reflete pas la réalité sociale (groupes a risque, etc.).
o J

Conclusion

Les mathématiques permettent de modéliser I’évolution du VIH/SIDA,
de calculer le Ry, et d’évaluer I'impact des parametres épidémiologiques.
Ces modeles sont des outils essentiels pour orienter les décisions de santé
publique, en particulier dans les contextes a ressources limitées.

continue from here!!!
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9. Décrypter les articles sans les lire

Le Contexte

Question

Comment peut-on découvrir les themes sous-jacents dans un corpus

d’articles sans les lire, en utilisant les mathématiques?

Les maths

La modélisation par Latent Dirichlet Allocation (LDA) repose sur un
modele probabiliste pour identifier les themes dominants dans un ensemble
de documents.

Trois éléments clés sont utilisés :

— La distribution des themes dans les documents;
— La distribution des mots dans les themes:

— Les lois de Dirichlet pour modéliser I'incertitude.

Application : Politique, Economie et Sport

Exemple : trois articles sont analysés avec LDA.
— Article 1 (élections) : 61 = [0.7,0.2,0.1]
— 70% politique, 20% économie, 10% sport.
— Article 2 (croissance) : 65 = [0.1,0.8,0.1]
— Article 3 (football) : 83 = [0.05,0.05,0.9]

Les mots caractéristiques pour chaque theme :

Gpolitique = | "¢lection’, "gouvernement', "parti']
Géconomie = | croissance', "inflation’, "marché'|
Gsport = |'match", "équipe’, "score']
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Question : Que signifient 6 et ¢ 7 Comment les calcule-t-on ? Cest la
qu’interviennent les maths.

Fondements mathématiques du LDA

Une distribution, c’est la facon dont quelque chose est réparti entre
plusieurs groupes. Le symbole ~ signifie "suivant la loi de".
1. Distribution des thémes 6, :

6, ~ Dirichlet(a)

— 6, : vecteur représentant la proportion des themes dans le document.

— « : parametre controlant la concentration thématique.

2. Distribution des mots ¢; :
¢y ~ Dirichlet (/)

— ¢y, : vecteur des probabilités des mots pour le theme k.

— [ : parametre controlant la diversité des mots dans un theme.

Processus de génération des documents

LDA suppose que chaque mot d'un document provient d’'un theme la-
tent :

— On tire 6, ~ Dirichlet(a) pour chaque document.
— Pour chaque mot :

— on tire un theme 24, ~ 6,

— on tire un mot wg, ~ ¢.,

Vraisemblance jointe :

D N,
P(w, 2,0, ¢la, B) = 11 P(04|) ljlp(zdn\@d)P(wdn\decb)

Estimation des parametres LDA

Pour estimer 6, et ¢;., on utilise :
— I’échantillonnage de Gibbs,
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— ou linférence variationnelle.

Maximisation de la vraisemblance :

D
max Y. log P(wg|04, ¢)
0,0 4=1

Y

Résultats :
— 6, indique les themes dominants d'un document :

— ¢ donne les mots les plus représentatifs de chaque theme.

Critique du modele LDA

Forces :

— Simple, efficace, interprétable.

— Utilisable dans de nombreux domaines (politique, santé, sport...).
Limites :

— Nécessité de fixer le nombre de themes a 'avance.

— Perte du contexte : I'ordre des mots n’est pas pris en compte.

— Hypothese d’'indépendance des documents.

Recommandation : combiner LDA avec d’autres méthodes (réseaux
de neurones, embeddings...) pour une analyse plus riche.

Conclusion

La Latent Dirichlet Allocation (LDA) offre une approche mathématique
puissante pour découvrir automatiquement les themes cachés dans un cor-
pus. Elle permet de structurer I'information, d’organiser des archives, ou
de mieux comprendre les tendances d'un domaine.
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10. Comparaison des textes philosophiques

Comment structurer une réflexion sans tout lire ?

[ b ket NI RS
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Lorsqu’on compare des textes philosophiques, comment peut-on struc-
turer et analyser leurs contenus de fagon quantitative, sans tout lire
ligne par ligne ? Existe-t-il une maniere de repérer rapidement les idées

minantes ?
\do antes P

Une réponse mathématique : TF-IDF

L’un des outils mathématiques utilisés en analyse de texte est la méthode
TF-IDF. C’est une technique issue du traitement automatique du langage,
mais qui s’applique aussi tres bien a des textes philosophiques.

Elle permet de quantifier I'importance relative d’'un mot dans un en-
semble de textes.
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Trois définitions essentielles

— Le corpus : ensemble de textes analysés.

— Le TF (Term Frequency) : fréquence du mot dans un texte
donné.

— IDF (Inverse Document Frequency) : rareté du mot dans
le corpus global.

J

Qu’est-ce qu’un corpus ?

Un corpus, en analyse textuelle, désigne simplement un ensemble de
textes. Par exemple, si nous analysons des ceuvres de Platon, Aristote et
Descartes, ces trois textes formeront notre corpus philosophique.

Term Frequency (TF)

La TF d’un mot mesure combien de fois ce mot apparait dans un texte,
divisé par le nombre total de mots du texte.

FEzxemple : Dans "La République' de Platon, si le mot 'justice' apparait
50 fois sur 10000 mots :

50
TF(“justice”) = 10000 — 0,005

Inverse Document Frequency (IDF)

L’'IDF indique si un mot est rare dans I’ensemble du corpus. La formule
est :

N
IDF(#) = log ()
Uz
Ou :
— IV : nombre total de textes du corpus,

— ny : nombre de textes contenant le mot t.

Exemple simplifié avec 3 textes

1. Texte 1 : "La justice est essentielle a [’harmonie sociale.”
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2. Texte 2 : "L’éthique et la politique sont des motions centrales en
philosophie. "

3. Texte 3 : "La justice et la morale guident les décisions humaines."

On souhaite calculer la TF-IDF du mot "justice’

Calcul de la TF (par texte)

— Texte 1 : TF(*justice”) = £ ~ 0,142
— Texte 2 : TF(“justice”) = 0
— Texte 3 : TF(“justice”) = § ~ 0,111

Calcul de 'IDF du mot "justice"

Le mot "justice" apparait dans 2 des 3 textes :

3
IDF(“justice”) = log (2) ~ 0,176

Calcul final : TF-IDF = TF x IDF
— Texte 1 : TF-IDF = 0,142 x 0,176 = 0,025
— Texte 2 : TF-IDF =0

~ Texte 3 : TF-IDF = 0,111 x 0,176 & 0,019

Conclusion mathématique

Le mot "justice" est le plus représentatif du Texte 1. Il est présent dans

le Texte 3, mais de maniere moins dominante. Dans le Texte 2, il est

absent.
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Dans la pratique : visualisation en Python

from sklearn.feature_extraction.text import TfidfVectorizer
import pandas as pd

# Corpus de textes philosophigues

corpus = |
"La justice est essentielle a l'harmonie sociale."”,
"L'éthique et la politique sont des notions centrales en philosophie.”,
"La justice et la morale guident les décisions humaines."”

# Initialisation du vecteur TF-IDF
vectorizer = TfidfVectorizer()
tfidf_matrix = vectorizer.fit_transform(corpus)

# Conversion en DataFrame pour une meilleure lisibiliteé
df tfidf = pd.DataFrame(tfidf _matrix.toarray(), columns=vectorizer.get feature_name

# Affichage des scores TF-IDF
df_tfidf

Interprétation

Pertinence

Si tu cherches a étudier la notion de justice dans ces trois textes, alors
le Texte 1 est celui qui semble le plus pertinent, suivi par le Texte 3.
Cela montre comment les mathématiques peuvent aider a orienter une

\lecture, méme dans un domaine aussi subjectif que la philosophie.

Remarque : Dans la réalité, I'analyse textuelle va plus loin : elle tient
compte du contexte, des synonymes, des relations sémantiques et du style
de l'auteur. Mais TF-IDF est déja un bon point de départ.
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11. Maths dans la recommandation des
vidéos

Comment Netflix ou YouTube devinent ce qu’on aime ?

Tu as stirement remarqué que Netflix ou YouTube te proposent des vidéos
que tu as tres envie de regarder, souvent sans méme que tu les cherches.
Mais comment font-ils? Est-ce qu’ils lisent dans nos pensées? Non... ce
sont des mathématiques qui travaillent discretement en arriere-plan.
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Question

Comment ces plateformes savent-elles exactement quelles vidéos te re-

commander ?
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Ce qui se cache derriere : des algorithmes de recommandation

Réponse

Derriere chaque suggestion de vidéo se cache un algorithme mathéma-

tique. Il se base sur tes préférences... mais aussi sur celles d’autres

utilisateurs qui te ressemblent dans leurs gofits.

L’un des outils les plus simples pour modéliser cela s’appelle la simila-
rité cosinus. C’est une maniere de mesurer a quel point deux personnes
partagent des gofits similaires.

Cos (A,B)

L’algorithme : la similarité cosinus

Imaginons que chaque utilisateur est représenté par un vecteur, qui
contient ses notes (ou temps de visionnage) pour différentes vidéos.
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On calcule alors :

A-B
Similitude(A, B) = TAITBI] = cos(A, B)

Ou :
— A - B est le produit scalaire entre les deux vecteurs
— ||A|| et || B|| sont les longueurs (ou normes) des vecteurs

— cos(A, B) mesure 'angle entre ces deux vecteurs et leur alignement.
Plus I'angle est petit, plus les vecteurs sont alignés dans la méme di-
rection, et plus le cosinus est proche de 1.

Exemple concret

Deux utilisateurs ont noté trois vidéos :

A=1[4,53], B=154,3

On calcule :

. (@xDb)+(Bx4)+Bx3) 49
V22432 x V2442432 /50 x /50

Similitude(A, B) = (0,98

Que signifie ce 0,98 7

Interprétation

Une similarité de 0,98 signifie que les préférences de A et B sont tres
proches.
L’algorithme va donc recommander a A les vidéos que B a bien notées

— méme si A ne les a jamais vues. )
-

Ce principe permet a Netflix, YouTube ou Spotify de proposer un contenu
qui semble "deviner" ce que tu aimes.
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Et au-dela des vidéos ?

Autres applications

Ce type de raisonnement par similarité ne sert pas que pour les vidéos :
— Sur les sites e-commerce, il permet de recommander des produits.

— Il est aussi utilisé pour comparer des articles ou suggérer du contenu
sur les sites d’actualité.

- Et méme dans les moteurs de recherche pour classer les résultats.

Conclusion : Tu ne le vois pas, mais chaque clic, chaque pause ou
chaque like devient une information mathématiquement traitée pour affiner
ce qu'on te montre. La personnalisation numérique, c’est des maths au
service de tes habitudes.
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12. Comment les applications compressent
les images ?

Contexte : Deux images a comparer

7.5 Mo

Comprendre le mécanisme

Question

Comment les applications compressent-elles vos images pour un envoi

rapide tout en préservant une qualité acceptable ?

Les maths a ’ceuvre : La décomposition en valeurs singulieres (SVD)
est une technique mathématique qui permet de réduire la quantité de don-
nées tout en conservant 'essentiel des détails visuels. Cette méthode permet
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d’envoyer des images plus rapidement tout en minimisant la perte de qua-
lité.

Trois éléments clés sont utilisés :

— La matrice d'image

— La décomposition SVD

— La réduction du rang

Qu’est-ce qu’une matrice d’image ?

Une image peut ¢tre représentée comme une matrice, ou chaque élément
correspond a un pixel, et sa valeur indique son intensité lumineuse.

Cette petite matrice 3x 3 représente une image tres simplifiée. Les chiffres
indiquent ici I'intensité lumineuse de chaque pixel (niveaux de gris).

La décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

La SVD est une méthode de factorisation matricielle qui décompose la
matrice A représentant I'image en trois matrices :

A=UxV"!

— U : contient les vecteurs singuliers a gauche (structure par lignes)
— > : matrice diagonale avec les valeurs singulieres

— V7T vecteurs singuliers a droite (structure par colonnes)

Que sont les valeurs singulieres ? Ce sont les racines carrées des
valeurs propres de A’ A. Les matrices U et V' contiennent les vecteurs
propres correspondants.
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Exemple simple : matrice 3x3

Soit la matrice :

10 70 20
A =160 80 40
30 90 50
Sa décomposition SVD donne :
—0.4249 0.6406 —0.6396 165.52 0 0
U=1-0.6365 —0.7138 —0.2921|, X = 0 3094 0
—0.6436 0.2830  0.7111 0 0 12.11

—0.3731 —0.8373 —0.3996
VT =1-0.9029 04268 —0.0514
—0.2136 —0.3416 0.9152

Comprendre les valeurs singulieres

— 165.52 : composante la plus importante
— 30.94 : significative

— 12.11 : plus faible, donc moins d’impact visuel

Interprétation : La majeure partie de l'information de l'image est
contenue dans les premicres valeurs singulieres.

Réduction du rang et compression

Pour comprimer 'image, on peut ne conserver que les valeurs singulieres
les plus grandes :

16552 0 0
Y = 0 3094 0
0 0 0

Et on reconstruit une image approximative :
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8.35 67.36 27.09
A, =UX V! =159.25 78.79 43.24
31.84 92.94 42.12

Cette matrice A; est une approximation de 'image d’origine, plus
légere.

Pourquoi ca fonctionne ?

La compression par SVD marche bien parce que les images comportent
des redondances visuelles.

En supprimant les composantes les moins importantes (valeurs singu-
lieres faibles), on réduit le fichier sans trop dégrader la qualité.

Remarque : Plus on garde de valeurs singulieres, meilleure sera la
qualité — mais la taille du fichier sera aussi plus grande.

Code Python

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

from PIL import Image

# Charger L'image en couleur (RGB)

image path = "Clo.jpeg"” # Remplace par ton fichier

image = Image.open(image_path).convert("RGB") # Charger en couleur
image = np.array(image, dtype=np.float32) # Convertir en matrice NumPy

# Dimensions de L 'image
rows, cols, channels = image.shape

# Taille reelle de l'image originale en mémoire (en Ko)
original_size = image.nbytes / 1824
print(f"Taille de 1'image originale : {original_size:.2f} Ko")

# Fonction pour appliquer la SVD et reconstruire chaque canal couleur
def compress_svd(image, k):
compressed_channels = ||
for i in range(3): # R, G, B
U, S, Vt = np.linalg.svd(image[:, :, i], full matrices=False) # SVD sur chaque canal
Sk = np.zeros((k, k)) # Matrice diagonale réduite
np.Till diagonal(Sk, S[:k]) # Conserver lLes k premiéres valeurs singuliéres
Uk = U[:, :k] # Conserver les k premiers vecteurs singuliers
Vtk = Vt[:k, :] # Conserver Les k premiers vecteurs singuliers
compressed_channel = np.dot(Uk, np.dot(Sk, Vtk)) # Reconstruction
compressed_channels.append(compressed_channel)

# Recombiner les 3 canaux couleur

compressed_image = np.stack(compressed_channels, axis=2)
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Exemple visuel avec compression

Taille de 1'image originale : 7580.88 Ko
Mombre de valeurs singuliéres (k) Taille estimée (Ko) Réduction (%) Info conservée (%)

Image originale 7580 . 000868 B.002686 108, 286088
5 03.888594 98.745219 48.612946
28 375.234375 94.996875 57.357067
58 938.885938 87.4521E88 73.486572
12 1876.171875 74.984375 86.667274
Image originale Rang 5 Rang 20
(100% info) 40.6% info 57.4% info

Rang 50 Rang 100
73.5% info 86.7% info

Conclusion : L’importance des maths dans la technologie

Pourquoi c’est utile ?

— Permet d’envoyer des images plus rapidement

— Reéduit 'espace de stockage sur les serveurs

= Maintient une bonne qualité d’image )

Autres applications :

— Compression de vidéos (YouTube, Netflix)
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— Réduction de dimension en intelligence artificielle

— Analyse d’images médicales et astronomiques
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13. Deétection des anomalies du cycle mens-
truel

Le contexte

Question

Comment utiliser les mathématiques pour détecter les anomalies dans

le cycle menstruel sur plusieurs mois ?

Les maths a I’ceuvre : Les mathématiques permettent d’analyser les
écarts par rapport a une durée de cycle typique en utilisant deux outils
statistiques fondamentaux : la moyenne et I’écart type.

Deux éléments clés sont utilisés :

— Le calcul de la moyenne

— Le calcul de I'écart type sur plusieurs mois

Calcul de la durée moyenne et de I’écart type

Pour détecter les anomalies dans le cycle menstruel, on calcule la durée
moyenne du cycle, notée u, et 'écart type, noté o, sur plusieurs mois.
1. Durée moyenne du cycle :

Dy+Ds+---+D,

n

1 n
n =1

— D; : durée du i-eme cycle
— n : nombre de cycles observés (par exemple, 6 mois)

2. Ecart type :

n—1,=1

1 n
0 = > (D — p)?
— 0 mesure la variabilité des cycles autour de la moyenne
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Exemple de calcul
Durées de cycle sur 6 mois : 28, 30, 27, 29, 31, 26 jours.

M_28+30+27+29+31+26
N 6

Si on se limite a la moyenne, on pourrait croire que tout
va bien dans le cycle, n’est-ce pas?

= 28,5 jours

~ 2 jours

o \/(28 —28,5)2 + (30 — 28,5)2 4 (27 — 28,5)% + (29 — 28,5)2 + (31 — 28,5)2 + (26 — 28,5)2
- 5

Cela signifie que la durée des cycles varie, en moyenne, de 2 jours autour
de 28,5 jours.

Détection d’une anomalie

Une anomalie peut étre détectée si un cycle sort de I'intervalle suivant :

1 — 20, 1+ 20]
Criteres de détection :
— Cycle trop court : D < u — 20
— Cycle trop long : D > p+ 20
Exemple : Avec y =285et 0 =2

[ — 20, p+ 20] = [24,5 jours, 32,5 jours]
— Un cycle de 24 jours serait considéré comme anormalement court

— Un cycle de 33 jours serait considéré comme anormalement long

Limites des méthodes statistiques

Bien que ces outils soient utiles, ils ont aussi leurs limites.
1. Limitations des modeles basés sur la moyenne et 1’écart

type :
— Les cycles varient naturellement, ce qui peut créer de fausses alertes

— Des cycles tres courts ou tres longs faussent les calculs

2. Absence de facteurs contextuels :
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— Stress, alimentation, traitements médicaux peuvent modifier les cycles
sans qu'il y ait d’anomalie clinique

— Ces modeles ne s’adaptent pas a la variabilité propre a chaque personne

Conclusion

Les méthodes statistiques comme la moyenne et 'écart type sont des
outils utiles pour surveiller la régularité du cycle menstruel. Mais elles ont
leurs limites, et pour aller plus loin, il faut croiser ces indicateurs avec des
données contextuelles ou explorer des modeles plus personnalisés.

Les maths peuvent aider a mieur comprendre son corps, mais ne
remplacent pas [’écoute, [’observation personnelle et [’accompagnement
médical.
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14. Fluctuations hormonales dans le cycle
menstruel

Le contexte

Question

Comment les mathématiques, en particulier les fonctions sinus, peuvent-
elles modéliser les fluctuations hormonales au cours du cycle menstruel ?

Les maths a ’ceuvre : Les niveaux d’hormones comme 1'cestrogene
et la progestérone varient de maniere cyclique. Ces variations peuvent étre
modélisées par des fonctions sinus pour représenter les hausses et les baisses
au fil du temps.

Deux éléments clés sont utilisés :

— Les fonctions sinus pour modéliser les variations périodiques

— L’amplitude pour quantifier les niveaux hormonaux en pg/mL et ng/mL

Modélisation mathématique par une fonction sinus

Le cycle menstruel a une durée moyenne de 28 jours. On peut modéliser
le niveau hormonal a I'aide de la fonction suivante :

H(t) = A-sin (?t%—gb) + B
Signification des termes :
— H(t) : niveau de I'hormone au jour ¢
— A : amplitude (variation maximale)
— T = 28 : période du cycle (en jours)
— ¢ : phase (moment ot le cycle commence)

— B : niveau moyen autour duquel 'hormone varie
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Exemple : Pour modéliser 'cestrogene avec :
A =50 pg/mL, B=150pg/mL, ¢=0
On obtient :

2
H(t) = 50 - sin (2@ + 150

Cela signifie que ’eestrogéne varie entre 100 et 200 pg/mL au cours
du cycle.

Quantification jour apres jour

1. Début du cycle (menstruation) - ¢t =0

H(0) = 50 - sin(0) + 150 = 150 pg/mL

2. Jour 14 (ovulation) -t =14

H(14) = 50 - sin () + 150 = 150 pg/mL

3. Fin du cycle -t =28

H(28) = 50 - sin (27) + 150 = 150 pg/mL

L’cestrogene monte, redescend, puis revient a son niveau moyen.
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Visualisation du modele

Niveau Hormonal au Cours du Cycle Menstruel
200+ === Niveau Moyen (B)

[ = =
B~ (=)} (03]
o o o

Niveau Hormonal (pg/mL

=
N
o

100

0 5 10 15 20 25

Jours du Cycle

Cette courbe sinus montre clairement comment les niveaux hormonaux
varient tout au long du cycle.

Applications pratiques

— Suivre le cycle menstruel avec précision
— Repérer les irrégularités hormonales

— Adapter les traitements ou interventions médicales

Critique du modele sinusoidal

1. Simplification excessive : Les hormones sont influencées par de
nombreux facteurs comme le stress, I'alimentation ou la santé générale.

2. Variabilité individuelle : Chaque personne a un cycle unique.
Ce modele ne prend pas en compte les irrégularités, ni des cas comme le
SOPK.

3. Modélisation statique : Le sinus suppose un cycle identique
chaque mois, ce qui n’est pas toujours réaliste.
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Conclusion

Les fonctions sinus permettent de visualiser et quantifier les fluctuations
hormonales du cycle menstruel. Mais pour aller plus loin, il faut intégrer la
variabilité individuelle, les événements contextuels, et éventuellement des
modeles plus adaptatifs.

Une belle preuve que les maths peuvent éclairer notre compréhension
du corps.
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15. Comment I'IRM utilise les maths ?

Qu’est-ce que ’'IRM ?

Question

Comment l'imagerie par résonance magnétique (IRM) permet-elle de

voir l'intérieur du corps humain sans chirurgie ?

L’TRM est une technologie d’imagerie médicale qui utilise un champ
magnétique puissant, des ondes radio, et des mathématiques pour créer
des images détaillées des organes et des tissus internes.

Le principe de 'IRM : les bases physiques

Comment ca marche ?

— L’IRM utilise un puissant champ magnétique pour aligner les protons
(les noyaux d’hydrogene dans 'eau) dans le corps humain.

— Une onde radio est ensuite envoyée, perturbant l'alignement des pro-
tons.

— Lorsque le champ radio est éteint, les protons reviennent a leur aligne-
ment initial, émettant des signaux.

Ces signaux sont captés par 'appareil IRM et transformés en images
grace a des mathématiques avancées.

Transformée de Fourier : le coeur de I'IRM

La transformée de Fourier est un outil mathématique essentiel en
IRM, qui permet de convertir les signaux captés (dans le domaine fréquen-
tiel) en images (dans le domaine spatial).

— Domaine fréquentiel : les signaux recus par I'IRM sont d’abord dans
ce domaine.
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— Domaine spatial : la transformée de Fourier convertit ces signaux en
images montrant les structures internes.

Formule de la Transformée de Fourier

F(f)=["_ft)e >/ dt

— f(t) : le signal dans le domaine temporel ou spatial
— F(f) : le signal transformé dans le domaine fréquentiel

— e 27/t ]a base des ondes sinusoidales utilisées pour décomposer le

signal

Comment I'IRM utilise ces transformations

Processus :

1. Excitation des protons : alignement et perturbation par onde radio.
2. Emission de signaux a différentes fréquences.

3. Captation des signaux numériques.

4. Transformée de Fourier pour construire une image.
Exemple visuel : construction d’une image IRM

a Pian de coupe b Pian de Fourier c Image
(patant) Espace des k [Ecran TV)

! / acoueiion .
) j dui gignal ﬁ% » 2 0OFT

G ou Gy

3 Sit) = Fikxky) (équralent 2 DFT)
I--“"""{::‘r:-cu Gx kx = v Gx | (dquivalent TF en x)

ky=7 \‘31; | {&quivalent TF en :,r:-

aspace lemporal et
aspace des indquences spatiales

FIGURE 15.1 — *
Source : @Medecine Key
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Interprétation : dans le plan de Fourier, les signaux complexes sont
décomposés en composantes simples. Cela permet de reconstruire une image
claire des tissus internes.

Applications pratiques de ’'IRM

Pourquoi 'IRM est-elle si utile ?
— Détection des tumeurs : méme invisibles par d’autres techniques.
— Observation du cerveau : détection d’anomalies neurologiques.

— Analyse des tissus mous : ligaments, muscles, organes...

Conclusion

L’'TRM montre comment les mathématiques, notamment la transformée
de Fourier, permettent de voir a l'intérieur du corps humain de maniere
non invasive.

Grace a ces outils, les spécialistes peuvent diagnostiquer des maladies,
planifier des traitements et mieux comprendre la physiologie humaine —
sans avoir besoin de chirurgie.
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16. Optimiser la chimiothérapie

FIGURE 16.1 — Mllustration du traitement du cancer et de la chimiothérapie

Probleme

Comment les mathématiques peuvent-elles nous aider a modéliser 1'ef-

ficacité de la chimiothérapie pour détruire les cellules cancéreuses tout

en minimisant les effets secondaires ?

Pour répondre a cette question, les mathématiques proposent des mo-
deles basés sur les équations différentielles. Ces modeles permettent
de décrire la dynamique des cellules cancéreuses et des cellules saines sous
I'effet de la chimiothérapie, afin d’optimiser le dosage et améliorer le trai-
tement.
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Modélisation des cellules cancéreuses

La croissance des cellules cancéreuses C'(t) est souvent modélisée par une
équation logistique modifiée :

diit) —rC(t) (1 - 0[((75)) deC(t) — ec(t)C (1)

ou :
— C(t) : nombre de cellules cancéreuses au temps ¢,
— r : taux de croissance des cellules cancéreuses,
— K : capacité maximale (carrying capacity),
— d¢ : taux de mortalité naturelle des cellules cancéreuses,

— ec(t) : effet du traitement (efficacité de la chimiothérapie au temps t).

Effet de la chimiothérapie sur les cellules saines

Le traitement affecte aussi les cellules saines S(t), modélisées par une
autre équation différentielle

dflf) =rgS(t) — dsS(t) —es(t)S(t)

ou :
— S(t) : nombre de cellules saines au temps t,
— rg : taux de régénération des cellules saines,
— dg : taux de mortalité naturelle des cellules saines,

— eg(t) : effet indésirable du traitement (toxicité).

Optimisation du dosage

[’objectif est de trouver une fonction de dosage ec(t) qui maximise la
destruction des cellules cancéreuses tout en minimisant les dégats sur les
cellules saines.
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Objectif mathématique

min ( [ s@de— [ C(t) dt)

ec(t)

sous contrainte : eq(t) >0, eg(t) = aec(t)

ou « est un parametre mesurant la toxicité du traitement et I" la durée
totale du protocole.

Exemple de calcul

Supposons que 'on applique une dose constante ex(t) = eg. Le systeme
devient :

diit) = rC(t) — (do + eo)C(t)
dfh(ft) — (7“5 —dg — an)S(t)

En résolvant ce systeme, on peut observer comment les populations de
cellules évoluent et ajuster ey pour obtenir un compromis entre efficacité et
tolérance.

Applications et utilité

Ces modeles permettent :
— d’optimiser le dosage de la chimiothérapie,
— de prédire la réponse du patient en fonction du protocole choisi,

— de personnaliser le traitement selon les caractéristiques biolo-
giques du patient.

Critique des hypotheses

Limites du modele

— Croissance logistique : La croissance tumorale est simplifiée, alors qu’elle dépend de multiples
facteurs biologiques.

— Efficacité constante : Le modeéle suppose un effet constant de la chimiothérapie, ce qui ne reflete
pas la réalité (résistance, métabolisme...).

— Toxicité linéaire : L’impact sur les cellules saines est modélisé de facon linéaire, alors qu’il est
souvent non linéaire et variable d’un patient a ’autre.
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Conclusion

Grace aux équations différentielles, il est possible de modéliser 'effet de
la chimiothérapie sur le corps humain et de guider les médecins dans le choix
du dosage. Ces approches mathématiques contribuent a sauver des vies, en
améliorant les chances de guérison tout en réduisant les effets secondaires.
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17. Optimiser la gestion des entrepo6ts

Introduction : le défi de 'optimisation

Question

Comment organiser un entrepot pour minimiser le temps passé a récu-
pérer les articles et maximiser 'efficacité des opérations ?

Les mathématiques, en particulier les outils d’optimisation, permettent
d’améliorer 'agencement des stocks et les itinéraires des préparateurs de
commandes.

Optimisation des stocks : 'analyse ABC

L’analyse ABC classe les articles selon leur importance :

— Classe A : Articles les plus demandés (20% des articles mais 80% des
mouvements)

— Classe B : Articles moyennement demandés

— Classe C : Articles les moins demandés

Idée simple : placer les articles de classe A pres de la zone de prépa-
ration pour réduire le temps de collecte.

Exemple : organisation d’un entrepo6t

Considérons un petit entrepot avec 5 articles : A, B, C, D et E.

D00
oo

69



Les distances entre les noeuds sont de 1 unité, sauf pour D < E, qui
vaut 2 unités.

Optimiser les itinéraires : le probleme du voyageur de com-
merce (TSP)

Une fois les articles bien placés, il reste a optimiser le trajet du prépara-
teur de commandes.

Objectif : minimiser la distance pour collecter tous les articles d'une
commande. Modele : probleme du voyageur de commerce (TSP).

Exemple : une commande demande les articles A, C et E.

Meilleur itinéraire pour A, C et E

On commence toujours par A. Voici trois options :
Option1: A—-C—D — F

Distance = d(A,C) +d(C, D) +d(D,E)=1+1+2=4
Option2: A—-B—~F—>D—C
Distance =1+14+2+1=05
Option3: A—~C—-D—>B—FE
Distance =1+1+4+1+1=14

Conclusion : Les options 1 et 3 sont les plus efficaces (4 unités chacune).

Limites du modeéle

Limites pratiques

Méme si ce modele est utile, il a ses faiblesses :

— Il suppose des distances fixes et linéaires, ce qui ignore les obstacles
ou la congestion.

— Il se base sur I'historique, mais pas sur les variations saisonnieres.
— Il devient vite trop complexe a calculer pour de grands entrepots.

— Il nécessite des outils numériques (WMS) et de la formation, ce qui

peut cofiter cher.
o J
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Conclusion

Les mathématiques appliquées a la logistique permettent de mieux or-
ganiser les entrepots : moins de déplacements, plus de rapidité, et une

meilleure satisfaction client.
Mais comme souvent, la théorie a besoin de s’adapter aux réa-

lités du terrain pour étre pleinement efficace.

71



72



18. Les maths derriere les mouvements
des robots!

Introduction : Le défi des mouvements robotiques

Question

Les robots modernes accomplissent des taches complexes avec précision.

Comment leurs bras parviennent-ils a se déplacer de maniere aussi fluide
et ciblée?

La réponse réside dans les mathématiques : Plus précisément,
dans la cinématique, une branche qui permet de calculer avec précision
les mouvements et les positions des bras robotiques.

Le pouvoir de la cinématique

Les mouvements des robots sont modélisés grace a la cinématique.

La cinématique étudie les mouvements en fonction du temps, sans tenir
compte des causes physiques (comme les forces ou les masses).

En utilisant des notions comme la cinématique directe et la ciné-
matique inverse, les ingénieurs peuvent prédire et contréler la position
exacte de I'extrémité du bras avec une extréme précision.

Exemple : contréler un bras robotique

Dans un projet de robotique, on cherche a contréler un bras articulé
compos¢ de deux segments.

Probléme : Comment orienter les deux articulations pour que 'extré-
mité du bras atteigne une position cible dans I'espace ?
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Cinématique directe : calculer la position a partir des angles

On considere :
— deux articulations avec angles 6, et 6,
— des segments de longueurs L1 = 30cm et Ly = 20 cm

Formules de la position :

x = Ly cos(01) + Lo cos(61 + 6-)
Yy = Ly Siﬂ(@ﬁ + Lo sin(81 + 92)
— x : Position horizontale de 'extrémité du bras

— y : Position verticale de I'extrémité du bras

Exemple numérique :

Si on choisit :
0, = 45°, 0y = 30°

Alors on obtient :
r ~ 26,39 cm, 1y~ 33,46 cm

Conclusion : Le bras atteint une position précise, calculée a partir des
deux angles.

Conclusion : les maths au service des robots

Les bras robotiques peuvent accomplir des taches tres complexes. . . parce
qu’ils obéissent a des calculs mathématiques.

La cinématique permet de prédire et de contréler les mouvements en
temps réel, avec efficacité et fluidité.
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19. Maximiser la diffusion de l’'informa-
tion

Introduction : le défi de la diffusion d’information

Question

Dans un réseau social, certaines personnes jouent un role central dans

la diffusion de l'information. Comment les identifier pour maximiser
I'impact d'une publicité ou d'un message ?

Les mathématiques, via la théorie des graphes, offrent des outils pour
analyser et optimiser ces réseaux de communication.

La théorie des graphes : exemple avec 5 personnes

La théorie des graphes est un domaine des mathématiques qui modélise
les relations entre des objets. Dans le contexte des réseaux sociaux :

— Chaque personne est un noeud

— Chaque relation (amitié¢, abonnement) est une aréte

Ce graphe simple montre les connexions entre cing personnes dans un
réseau.
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Excentricité et Proximité

— L’excentricité (e(v)) : Somme des distances les plus courtes entre
un noeud v et tous les autres noeuds du réseau.

— La proximité (p(v)) : Inverse de I'excentricité, elle mesure I'impor-
tance du noeud dans le réseau.

Par exemple, pour le noeud Jean, on calcule :

e(Jean) = d(Jean, Anne)+d(Jean, Clotilde)+d(Jean, Paul)+d(Jean, Marie)
ou d(-,-) désigne la distance minimale dans le graphe.

1
e(Jean)

p(Jean) =

Calcul pour Jean

e(Jean) = d(Jean, Anne) + d(Jean, Clotilde) + d(Jean, Paul) + d(Jean, Marie)
—1+14+1+2=5

Donc : |
p(Jean) = == 0,20

On peut maintenant comparer cela aux autres personnes du réseau.

Proximité de chaque noeud

Personne | Excentricité | Proximité
Anne 6 % ~ 0.17
Jean 5 £ =0.20
Clotilde 7 % ~ (.14
Paul 6 % ~ 0.17
Marie 8 ¢ =0.125

On observe que Jean a la plus grande proximité, ce qui en fait le meilleur
candidat pour diffuser une information.
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Interprétation des résultats

Le tableau montre que Jean, ayant I'excentricité la plus faible et la plus
grande proximité, est le noeud central du réseau. Il est donc le candidat
idéal pour maximiser la portée d'un message.

Conclusion et applications

La théorie des graphes est un outil puissant pour :
— analyser les structures de réseaux sociaux
— identifier les neeuds clés pour la diffusion de I'information

— cibler les meilleures personnes dans une stratégie de marketing

Challenge : Pouvez-vous calculer 'excentricité et la proximité de vos
connexions sur LinkedIn ? Qui sont vos influenceurs invisibles 7
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20. Les commandes dans un fast-food

Le contexte

Question

Comment utiliser les chaines de Markov pour prédire la demande de

repas (pizza, kebab, burger) dans un fast-food ?

Les maths a I’ceuvre : On utilise une chaine de Markov pour modé-
liser les transitions entre différents types de repas commandés. L’objectif :
prédire la demande future a partir des données historiques.

Etats considérés : Pizza, Kebab, Burger
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Modélisation de la demande

La chaine de Markov est modélisée par une matrice de transition P, ou
chaque ¢élément représente la probabilité de passer d'un type de commande
a un autre.

~ Etat 1 : Pizza

— Etat 2 : Kebab

~ Etat 3 : Burger
Matrice de transition :

P11 P12 P13
P = {pa pa P23
P31 P32 P33

Chaque élément p;; représente la probabilité quun client passe de la
commande ¢ a la commande j.

Calcul des probabilités de transition

Pour déterminer les valeurs de la matrice P, on analyse les données
historiques. Par exemple, si 100 clients ont commandé une pizza, et que :

— 40 reprennent une pizza,
— 30 changent pour un kebab,
— 30 pour un burger,

alors :

40 30 30

anW, p12=ﬁ, p13:ﬁ

Les autres lignes sont calculées de la méme maniere.

Exemple complet de matrice de transition

Supposons que la matrice P soit :

0.6 0.2 0.2
P=10.3 04 0.3
0.2 0.1 0.7
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Prévision de la demande future

La demande future est calculée en multipliant la distribution actuelle
des commandes par la matrice de transition.
Distribution actuelle :

0.5
Vo = 0.3
0.2

Cela signifie : 50 pizza, 30% kebab, 20% burger.
Demande prédite (le lendemain) :

0.47
v =P -vy=1{0.32
0.21

Interprétation des résultats

— 47% des clients commanderont une pizza
— 32% commanderont un kebab

— 21% un burger

Cette information permet d’ajuster les quantités a préparer pour opti-
miser les stocks.

Limites du modéele

Points faibles :

— Le modele suppose que les probabilités sont fixes

— I dépend entierement des données passées

— Il ne réagit pas aux changements soudains

— Il ne prend pas en compte des facteurs extérieurs (météo, promo, etc.)

Pistes d’amélioration : Utiliser des modeles plus dynamiques comme
les simulations stochastiques ou les modeles bayésiens.
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Conclusion

Les chaines de Markov permettent :
— de prédire la demande,
— de mieux gérer les stocks,

— de limiter le gaspillage alimentaire.

Une preuve concrete que les maths peuvent aider. . .

gérer les burgers et les pizzas!
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21. Dans la téte d’un PDG

Scénario : vous étes a la téte d’une entreprise. ..

Vous étes le PDG de 'entreprise A, une grande société. Votre princi-

pal concurrent, I'entreprise B, est sur le point de prendre une décision

stratégique cruciale. Que faites-vous?

Deux options :

— Coopérer avec votre rival (en maintenant les prix ou en sortant un
produit au méme moment)

— Le défier (en baissant les prix pour gagner des parts de marché)

La matrice des gains : entreprises A et B

La matrice suivante montre les résultats possibles selon les décisions prises par les deux entreprises :

B : Coopérer | B : Défier
A : Coopérer (500, 500) (0, 750)
A : Défier (750, 0) (250, 250)
Interprétation :

500, 500) : coopération mutuelle, marché partagé

—(

— (0, 750) : A coopere, B défie — B gagne gros
— (750, 0) : A défie, B coopere — A gagne gros
= (

250, 250) : les deux défient — pertes d’opportunité
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Le dilemme stratégique

Le choix stratégique

Quelle stratégie allez-vous choisir pour maximiser les gains de votre

entreprise 7

— Si vous coopérez, vous avez des gains stables (500).

— Si vous défiez, vous prenez un risque : vous pouvez gagner 750, mais
aussi tomber a 250.

Remarque : La meilleure stratégie dépend souvent de ce que l'autre
décide de faire. C’est tout le coeur de la théorie des jeux.

L’équilibre de Nash

Définition : L’équilibre de Nash est atteint lorsqu’aucun joueur n’a
intérét a changer sa stratégie, tant que l'autre ne change pas la sienne.
Exemple dans notre cas :

— Si A pense que B va coopérer, A peut avoir intérét a défier.
— Mais si B anticipe cela, B défiera aussi.

— Alors A aussi devra défier, pour ne pas perdre de parts.

La meilleure stratégie

L’équilibre de Nash se produit quand les deux défient (250, 250). Aucune
entreprise ne peut faire mieux en changeant seule de stratégie. C’est un
équilibre, méme s’il n’est pas optimal globalement.

Exemple concret :

— Si A augmente ses prix, B en profite pour gagner plus — A perd.

— Si A baisse ses prix alors que B aussi, tout le monde perd un peu, mais
reste stable.

Conclusion : L’art de la stratégie

La théorie des jeux vous aide a :

— anticiper les décisions des autres,
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— prendre des décisions plus rationnelles,
— ¢viter les pertes en coopérant de maniere stratégique.

Dans les affaires, en politique, ou dans la vie quotidienne, la stra-
tégie est une affaire. .. de maths.

85



86



22. Les maths les inondations ?

FIGURE 22.1 - L’eau s’écoule... mais parfois déborde. Et les maths nous aident a comprendre
pourquoi.

Question de départ

Probleme

Comment les mathématiques peuvent-elles nous aider a modéliser I'écou-

lement de 'eau et a anticiper les inondations a l'aide d’équations aux

dérivées partielles?

Réponse : Nous utilisons les équations de Saint-Venant, qui mo-
délisent 'écoulement de 'eau en fonction de la vitesse, du débit et de la
hauteur d’eau.
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Modélisation de I’écoulement : équations de Saint-Venant

Les équations de Saint-Venant sont des équations aux dérivées partielles
(EDP) qui modélisent I'écoulement de I'eau dans les rivieres, les canaux ou
les surfaces urbaines.

Equation de continuité :

OH N O0(Hv)
ot ox
Equation de quantité de mouvement :

@ 81} OH
8t 0:6 9o ox

~0

=0

Ou :

— H(x,t) : hauteur de I'eau a un point x au temps ¢
—v(x,t) : vitesse de 'écoulement

— ¢ : accélération de la gravité

— OH/0t, Ov/0x : dérivées partielles temporelles et spatiales

Lien avec les inondations

Quand H (z,t) devient trop élevé (fortes pluies, obstacles, mauvaise éva-
cuation), une inondation peut se produire.

Facteurs aggravants

— Précipitations intenses — augmentation rapide de H(x,t)

— Obstacles urbains (routes, murs, batiments)

— Réseaux de drainage insuffisants )
o

Exemple de calcul simple
Supposons qu’'une pluie continue ajoute progressivement de I'eau :
H(x,t) = Hy + [, P(r)dr
ou :
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— Hj : hauteur initiale de I'eau
— P(t) : précipitations a l'instant ¢

Quand H (x,t) dépasse un certain seuil, une inondation est probable.

Utilité des équations de Saint-Venant

Ces équations permettent de :
— Prévoir les crues dans les zones a risque
— Tester des scénarios en cas d’orage ou de saturation

— Evaluer impact des infrastructures sur le comportement de
I'eau

Conclusion

Les équations de Saint-Venant permettent de modéliser ’écoulement de
'eau, de prévoir les crues et de proposer des mesures préventives. Les ma-
thématiques, ici, deviennent un outil concret pour protéger les populations
et adapter nos villes au changement climatique.
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23. Reéduire 'empreinte carbone

Le probléeme : serveurs énergivores

Green'Tech, une entreprise spécialisée en technologies vertes, est confron-
tée a un probléme majeur : ses serveurs consomment une grande quantité
d’électricité, contribuant ainsi fortement a son empreinte carbone.

Question

Comment optimiser cette consommation d’énergie pour réduire les cotits

et I'impact environnemental, tout en maintenant les performances des

serveurs ?

Les mathématiques, en particulier I'optimisation, peuvent offrir une so-
lution efficace.

Modélisation mathématique de la consommation d’énergie

Pour résoudre ce probleme, GreenTech modélise la consommation d’éner-
gie de ses serveurs a l'aide de la fonction suivante :

E(x) = 22" — 202 + 100 (en kWh)

ou x représente le nombre d’opérations traitées par unité de temps.
Objectif : trouver la valeur de  qui minimise la fonction E(x).

Résolution du probleme : trouver le minimum

On dérive la fonction :

E'(z) = 42 — 20
En résolvant E'(x) = 0, on obtient :
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dr —20=0 = ax9=F5

Analyse du point critique

On vérifie la nature du point xy = 5 :

E"(z) =4

Puisque E"(zq) > 0, il s’agit bien d'un minimum local.
Green'Tech devrait donc configurer ses serveurs pour traiter 5 opérations
par unité de temps afin d’optimiser la consommation d’énergie.

Tableau de variation

T —00 | b |40
F'x)] — | 0| +
E(x) | N\, |50

Interprétation : le minimum de la fonction est atteint pour z = 5,
avec une consommation minimale de :

E(5) = 2(5)* — 20(5) + 100 = 50 kWh

Critique du modele utilisé
Bien que simple et efficace, ce modele comporte des limites :

— La relation entre z et E(x) est supposée quadratique, ce qui peut étre
trop simplifié.

— Les coefficients peuvent varier selon les conditions réelles (température,
charge, maintenance. . .).

— Le modele ne prend pas en compte les incertitudes (pannes, pics d’ac-
tivité. . .).
Suggestion : une modélisation plus robuste intégrerait des simulations

stochastiques et une analyse de sensibilité.
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Conclusion

Cet exemple montre comment 'optimisation mathématique peut contri-
buer a :

— Réduire 'empreinte carbone
— Améliorer 'efficacité énergétique
— Reéaliser des économies substantielles

Une application simple, mais concrete, des maths dans la transition éco-
logique.
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24. Qui est responsable 7 Maths Pour juges ?

Question de départ

Probléme

Quand une entreprise cause des dommages, comment peut-on mesurer
sa responsabilité 7 Peut-on utiliser les mathématiques pour modéliser ce

processus et éviter des conflits juridiques complexes ?

Réponse : Oui. Grace a des modeles mathématiques, il est possible de
prédire 'ampleur des dommages et la responsabilité associée a une entre-
prise a chaque instant.

Modeles de responsabilité

Prenons une entreprise qui cause des dommages environnementaux au
fil du temps. Voici une modélisation possible :

— Les dommages D(t) augmentent avec I'activité de I'entreprise A(t)

— La responsabilité R(t) dépend des dommages cumulés et des lois en
vigueur

D(t)= [/ f(A(r))dr et R(t)=g(D(t),P)

ou P représente les facteurs juridiques et les éléments de preuve dispo-
nibles.

Exemple de situation

Imaginons qu’une entreprise dépasse un seuil critique de pollution. Sa
responsabilité, R(t), augmente avec le temps, et si elle dépasse un seuil .S,
elle devient légalement responsable.
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1 siR(t)>S
Responsabilité = s R(t) 2
0 sinon

Si R(t) > 9, 'entreprise est considérée comme responsable et devra
réparer les dommages causés.

Applications et utilité

Ces modeles permettent de :

— Anticiper les risques : Suivi en temps réel de la responsabilité
potentielle.

— Prévenir les litiges : Prise de décisions avant d’atteindre un seuil
critique.

— Gérer les risques : Mieux comprendre I'impact de ses activités sur
I'environnement et la société.

Challenges dans ce travail

Malgré leur utilité, ces modeles présentent plusieurs difficultés :

— Définir les fonctions f et ¢ : Elles doivent étre crédibles, repré-
sentatives, mais aussi simples a exploiter.

— Acces aux données : [] faut pouvoir observer ou estimer précisément
lactivité de I'entreprise et ses impacts.

— Modele non-linéaire : Les lois, les dommages et les preuves ne
s’ajustent pas toujours de fagon simple.

— Acceptation juridique : Les juges doivent étre convaincus par
I'usage de ces outils.

Conclusion

Les mathématiques permettent de mieux comprendre, anticiper et mo-
déliser la responsabilité d'une entreprise. Elles deviennent un outil d’aide a
la décision, utile pour prévenir les conflits et favoriser la justice environne-
mentale et sociale.
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25. Rentabilité d’une machine

Le Contexte

Question

Comment déterminer la rentabilité d'une machine de production ali-
mentaire en utilisant un modele déterministe ?

Les maths : On utilise un modele déterministe pour calculer le temps
de rentabilité en fonction :

— des cofits initiaux,
— des colits opérationnels,
— de la production,

— des prix de vente.

Formulation du modele déterministe
— Cj : Cofit initial (achat, installation)
— Cyp, : Colit opérationnel par unité de temps
— P(t) : Production par unité de temps
— Pvente : PTrix de vente unitaire

— M(t) : Colit de maintenance par unité de temps

NB : Ces données sont supposées connues. En réalité, le cofit de mainte-
nance est souvent imprévisible (pannes aléatoires), d’ou 'intérét futur d’'un
modele stochastique.

Modélisation mathématique

Revenus cumulés jusqu’au temps ¢ :
R(t) = P(t) X Dyente X t
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Cotits cumulés jusqu’au temps ¢ :
C(t)=Cpop+Cop x t+ M(t) x t

Condition de rentabilité :
> Co
T P(t) - prente — (COP + M(t))

Le temps ¢, est le moment ou la machine devient rentable.

R(t)>Ct) = t

Exemple concret

Supposons les valeurs suivantes :
— Cp = 100000
— Cyp = 2000 par mois
— P(t) = 500 unités/mois
— Dvente = 100
— M(t) = 500 par mois

. 100 000 100000
"= (500 x 100) — (2000 +500) 47500

~ 2,1 mois

Interprétation

— La machine devient rentable apres environ 2,1 mois d’utilisation.

— Ce modele est simple, rapide a appliquer, et utile lorsque les parametres
sont bien connus.

Limites du modeéle

Critiques :
— Il suppose des cofits et revenus fixes.

— Il ne tient pas compte des pannes imprévues ou fluctuations de la
demande.

— Il ignore la valeur temporelle de 'argent ou les effets des réinvestisse-
ments.
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Recommandation : Compléter cette approche avec :

— une analyse de sensibilité;

— des simulations stochastiques pour intégrer les incertitudes réelles.

Conclusion

Le modele déterministe de rentabilité est un outil pratique pour estimer
a quel moment une machine devient un investissement rentable. En par-
tant d’hypotheses simples, il donne une premiere estimation du retour sur

investissement.
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26. L’évolution de la température dans
une piece

Probléme

Comment les mathématiques peuvent-elles nous aider a comprendre et

prédire I’évolution de la température dans une piece ?

Pour modéliser la maniere dont la chaleur se propage dans une piece,
on utilise une équation mathématique bien connue : ’équation de la
chaleur. Il s’agit d'une équation aux dérivées partielles (EDP) qui décrit
la diffusion de la température dans 'espace au cours du temps.

Le principe de ’équation de la chaleur
L’équation de la chaleur s’écrit généralement sous la forme suivante :

(Z = aV°T + Q(z,t)
ou :
— T'(x,t) représente la température a un point x et au temps ¢,
— « est la diffusivité thermique du matériau (elle dépend du matériau
étudié),
— V2T est le Laplacien de T, qui mesure la variation spatiale de la
température,

— Q(x,t) est une fonction qui modélise les sources de chaleur (comme un
radiateur ou un climatiseur).

Modélisation d’une pieéce simple

Imaginons une piece rectangulaire dont les murs sont maintenus a une
température constante Tj, et dans laquelle un radiateur fournit une chaleur
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constante (g a un endroit donné. Initialement, toute la piece est a tempé-
rature Ty. L'objectif est de savoir comment la température évolue dans le
temps a partir de cette configuration.

Solution générale de ’équation

Dans un cadre plus théorique, la solution générale peut s’écrire sous la
forme suivante :

T(x,t)="1Ts+ /Ot /DOmaine G(x, &t —1)Q(&, 7)dEdT

ou G(z,&,t) est une fonction appelée fonction de Green, qui décrit
comment une source ponctuelle influence la température autour d’elle.

Cependant, dans la pratique, il est difficile de calculer cette intégrale
exactement. On utilise donc des méthodes numériques.

Méthodes numériques utilisées

Parmi les méthodes numériques utilisées pour résoudre I'équation de la
chaleur, on trouve :

— La méthode des différences finies,
— La méthode des éléments finis,

— Des outils de simulation comme Python ou MATLAB.

Exemple : méthode des différences finies

La méthode des différences finies consiste a discrétiser I'espace en petits
points (notés 7) et le temps en instants (notés n). Cela permet d’approximer
’équation continue par une équation discrete :

T =Ty T -2 AT
=«
At (Ax)?

Cette équation permet de calculer la température au point ¢ a l'instant

+ Q7

suivant n + 1, en utilisant les températures aux points voisins au temps n.
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Interprétation et utilité

Grace a cette modélisation, on peut :

— Comprendre comment la chaleur se diffuse dans une piece,
— Prédire la température a différents endroits dans le futur,

— Optimiser le placement des radiateurs pour un confort thermique maxi-
mal.

Ces outils sont tres utiles dans la conception thermique des batiments,
la gestion énergétique et 'amélioration du confort des habitants.

Conclusion

L’équation de la chaleur est un outil puissant pour comprendre et pré-
dire I'évolution de la température dans un espace fermé. En combinant
théorie mathématique et simulation numérique, elle permet de concevoir
des environnements intérieurs plus confortables et plus efficaces sur le plan
énergétique.
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27. Le temps d’attente dans un service
public

FI1GURE 27.1 — Illustration visuelle de la problématique des files d’attente dans un service public

Probléme
Comment les mathématiques peuvent-elles nous aider a modéliser et op-

timiser le temps d’attente des clients dans un service public, en utilisant
la théorie des files d’attente ?

Pour répondre a cette question, on peut utiliser la théorie des files
d’attente, et plus précisément le modele M /M /1. Ce modele mathéma-
tique repose sur deux hypotheses principales :

— Les clients arrivent selon un processus de Poisson avec un taux moyen
A (nombre moyen d’arrivées par minute),

— Le temps de service est distribué de facon exponentielle avec un taux
moyen g (nombre moyen de clients servis par minute).
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Le modéele M /M /1 : définitions et formules

Dans le modele M/M/1, on définit :
— A : taux moyen d’arrivée des clients,

— 4 : taux moyen de service,

A e . ..
— p = — : taux d’utilisation du serveur (proportion du temps ou il est
[
occupé).

Les formules clés sont les suivantes :

po=1—p (probabilité qu’il n’y ait aucun client, serveur inactif)
N = 1'0 (nombre moyen de clients dans le systeme)
—p
1 , : .
T = =) (temps moyen passé par un client dans le systeme)
u(l—p

Le temps T inclut a la fois le temps d’attente dans la file et le temps de
service.

Quels facteurs influencent le temps d’attente ?

Facteurs influencant le temps d’attente

— Taux d’arrivée élevé () : Plus les clients arrivent rapidement,
plus la file d’attente s’allonge.

— Taux de service insuffisant (1) : Si le service est lent, les
clients attendent plus longtemps.

— Optimisation des ressources : Ajouter des agents ou améliorer

la rapidité du service permet de réduire 'attente. )

Exemple concret
Prenons un service public ou :

A = ) clients par minute, p = 8 clients par minute

Alors : .
= - =10,625
P 3 ;
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1 1
T = = — = 3,33 minutes
8(1—10,625) 3

Chaque client passe donc en moyenne 3,33 minutes dans le systeme (file

+ service).

Pourquoi ce modele est utile ?

Le modele M/M/1 peut étre utilisé pour
— Optimiser I'organisation du personnel dans un service public,
— Réduire les files d’attente dans les guichets administratifs,
— Améliorer la satisfaction des usagers,

— Aider les gestionnaires a anticiper les situations de surcharge.

Conclusion

Gréace a la théorie des files d’attente, il est possible de modéliser les flux
de clients dans un service et de prendre des décisions éclairées pour réduire
le temps d’attente. Le modele M/M /1 est simple mais puissant : il offre une
premiere approximation efficace pour améliorer I'organisation des services
publics.
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28. Traduction directe de la parole

VOICE

i

F1GURE 28.1 — Illustration de la reconnaissance vocale et de la traduction automatique

Probléeme

Comment les mathématiques peuvent-elles nous aider a modéliser la

reconnaissance de la parole et la traduction automatique ?

Pour comprendre comment les machines reconnaissent la parole et tra-
duisent automatiquement, les mathématiques utilisent un outil fondamen-
tal : les chaines de Markov cachées (ou HMM, pour Hidden Markov
Models). Ces modeles probabilistes permettent de représenter une séquence
de sons et de prédire les mots les plus probables dans une phrase.
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Modélisation de la reconnaissance vocale avec les HMM

Les HMM modélisent une suite de sons (ou de phonémes) comme une
série d’états cachés, chacun associé a une probabilité d’observer un certain
son. La structure du modele repose sur deux types de probabilités :

— La probabilité de transition entre les états (passage d'un son a un
autre),

— La probabilité d’observer un certain son a partir d'un état donné.

L’expression mathématique de la probabilité d une séquence est :

P(séquence) = P(sy) - P(o1|s1) - P(sz2|s1) - P(ogs2) - ...
avec :
— P(s1) : probabilité initiale du premier état (premier son),
— P(sj|s;) : probabilité de passer de s; a s;,

— P(o0;|s;) : probabilité d’entendre le son o; si I'état réel est s;.

Lien avec la traduction automatique

Les HMM ne servent pas qu’a la reconnaissance de la parole. Ils jouent
aussi un role clé dans la traduction automatique. En effet, une phrase peut
étre vue comme une séquence de mots dont les structures peuvent étre
analysées par des probabilités de transition.

Applications des HMM

— Reconnaissance vocale : Identifier les mots prononcés a partir
des sons captés par un micro.

— Traduction automatique : Trouver la phrase équivalente dans
une autre langue a partir de séquences de mots et de probabilités

de correspondance.
- J

Exemple de calcul

Imaginons que quelqu’un prononce deux sons 01 et 09, associés aux états
cachés sq et so. La probabilité que cette séquence corresponde a une phrase
particuliere est :
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P(phrase) = P(Sl) : P(01|81) . P(SQ’Sl) : P(02|82)

C’est cette probabilité que le systeme de reconnaissance vocale maximise
pour déterminer les mots prononceés.

Pourquoi ces modeles sont utiles 7

Les chaines de Markov cachées permettent de :

— Reconnaitre la parole avec une grande précision, méme dans un
environnement bruyant,

— Traduire automatiquement des phrases en exploitant la structure
des langues,

— Modéliser les systémes de sons dans une langue, en tenant
compte des transitions probables entre phonemes.

Conclusion

Les chaines de Markov cachées (HMM) sont des outils mathématiques
puissants qui permettent de modéliser les sons de la parole humaine et d’en
tirer du sens. Grace a elles, les systemes de reconnaissance vocale et de tra-
duction automatique deviennent de plus en plus performants, rapprochant
un peu plus la machine de la compréhension du langage humain.
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29. Pourquoi calculer des dérivées ?

FI1cURE 29.1 — Illustration de la vitesse et du changement de position dans le temps

Définition de la vitesse

La vitesse mesure le changement de position d'un objet au cours du

temps. C’est une dérivée de la position par rapport au temps.

Exemple : Une voiture parcourt 100 km en 2 heures. Sa vitesse moyenne
est donnée par :

Distance 100 km
Vit = = = 50 km/h
itesse Tomps o m/

Mais qu’en est-il de la vitesse a chaque instant ? C’est la qu’intervient la

dérivée.
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Dérivée et vitesse instantanée

La dérivée
La dérivée mesure comment une quantité change par rapport a une
autre. En physique, la dérivée de la position donne la vitesse instan-

tanée, c’est-a-dire la vitesse a un instant précis.

Exemple : Si la position d'une voiture est donnée par s(t) = 5t alors :

ds
") = — =10t
S =

Cela signifie qu’a chaque instant ¢, la vitesse de la voiture est 10t km/h.

Utilisation des dérivées en optimisation

Les dérivées sont tres utiles pour optimiser des fonctions. Elles per-
mettent de :

— Trouver les minima et maxima d'une fonction (par exemple, un
colit minimal ou un profit maximal),

— Résoudre des problemes d’optimisation dans l'industrie, I’économie,
I’énergie, etc.

y'=0
Maximum

/

Concave down
y" <0

Concave up
y" =0

\
y'=0
minimum

F1GURE 29.2 — Utilisation des dérivées pour trouver un minimum
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Role des dérivées dans l’'intelligence artificielle

Pourquoi les dérivées en IA ?

Les dérivées permettent de corriger les erreurs dans un réseau de

neurones, en ajustant les parametres pour que les prédictions soient
meilleures. Ce processus s’appelle la rétropropagation.

— La fonction de perte mesure 'écart entre la prédiction et la réalité.

— La descente de gradient utilise les dérivées de cette fonction pour
améliorer le modele.

Cost(a)
\ /
\ Starting point /
fl
Target J
(Minimum} r 4
,f’r
F 4
el f..-r”'f
=

FI1GURE 29.3 — La descente de gradient ajuste les parametres grace aux dérivées

Dérivées en épidémiologie

Pourquoi les dérivées en santé publique ?

Les dérivées permettent de modéliser la vitesse a laquelle une maladie

se propage dans une population.

Exemple : Le modele SIR est basé sur les dérivées des populations de
personnes susceptibles, infectées et rétablies :
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dsS dl dR
= —BSI = BSI—yl =l

avec :
— [ : taux de transmission,

— 7 : taux de guérison.

Ces équations différentielles permettent de prédire le pic de I'épidémie
et d’anticiper les besoins sanitaires.

Conclusion

Les dérivées sont partout : dans les sciences, ’économie, la médecine,
'intelligence artificielle... Elles nous permettent de comprendre et de pré-
voir les changements, d’optimiser nos décisions et de mieux maitriser les
phénomenes qui nous entourent.
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30. Modele ARIMA : mathématiques et
applications

F1cURE 30.1 — Illustration de I'analyse de séries temporelles avec le modele ARIMA

Probléme
Comment les mathématiques permettent-elles de modéliser et prévoir

’évolution d’une série temporelle comme la température, la consomma-

tion ou la demande ?

Le modele ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average) est un
outil mathématique tres utilisé pour I'analyse et la prévision de séries tem-
porelles. Il combine trois composantes :

— AR (auto-régressif) : la valeur actuelle dépend des valeurs passées,

— I (intégré) : on applique des différences pour rendre la série station-
naire,

117



— MA (moyenne mobile) : on ajuste les erreurs passées pour amé-
liorer la prédiction.

Formule générale du modele ARIMA
Le modele ARIMA s’écrit :

AT, = gAY g A+ QA e e+ b
ou :
— A%, est la différence d’ordre d de la série Y5,
— ¢; sont les coefficients auto-régressifs (AR),
— 0 sont les coefficients de moyenne mobile (MA),

— ¢ est le bruit aléatoire (erreur).

Etapes de ’algorithme ARIMA

1. Identification : choix des parametres p, d, ¢ a 'aide des graphes
ACF et PACF.

2. Différenciation : rendre la série stationnaire par différenciation :
AY, =Y, - Y4
3. Estimation : estimation des parametres ¢; et 6; en minimisant :
ok

4. Validation : vérification que les résidus sont indépendants et suivent
une loi normale.

5. Prévision : calcul des valeurs futures a I'aide du modele ajusté.

Exemple : prédiction de la température mensuelle

On dispose d’une série de températures mensuelles sur 5 ans. En utilisant
les courbes ACFE et PACEF :

— On observe une tendance — on applique une différence premiere (d =
1),
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— On choisit p =1 et ¢ = 1 : modele ARIMA(1,1,1).

L’équation estimée devient :
A}/t = O?An_l + €+ 0°5€t—1

Validation du modele

Pour s’assurer que le modele est fiable, on effectue :

— un test de Ljung-Box pour vérifier I'absence d’autocorrélation des
résidus,

— un test de normalité pour s’assurer que les résidus sont gaussiens.

Si ces tests sont satisfaisants, le modele peut étre utilisé pour la prévision.

Prévision a court terme

A partir du modele estimé, on peut prédire :

Vi1 = 01AY; + 01e

Exemple : Si la derniere température est 15.2°C, la variation précé-
dente est —0.2, et 'erreur précédente est 0.2, alors :

Vi1 = 1524 0.7 x (=0.2) + 0.5 X 0.2 = 15.5°C

Calcul de l'intervalle de confiance

L’incertitude autour de la prévision est donnée par :

IC =Y+ Za 2\ Var(e)

Exemple : avec v = 0.05 et \/Var(e;) = 0.3, on a :

IC=15.541.96 x 0.3 = [14.92, 16.08]°C
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Conclusion

Le modele ARIMA permet de modéliser des séries temporelles non sta-
tionnaires, en combinant trois mécanismes puissants. Il est largement utilisé
en économie, météorologie, finance, etc. En maitrisant ses étapes, on peut
effectuer des prévisions fiables et utiles dans de nombreux domaines.
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31. Les maths derriére les K-means

Unlabelled Data Labelled Clusters
o %o ® o
o © o o
o ® ©
® " e K-means
@
@
® o
o x = Centroid

FiGure 31.1 — Illustration de regroupement de données par K-Means

Question

Comment 'algorithme K-Means utilise-t-il la géométrie euclidienne pour

regrouper les points de données en clusters homogenes ?

Réponse : K-Means cherche a regrouper des données proches les unes
des autres en minimisant la somme des distances au carré entre chaque
point et le centroide de son cluster. La distance utilisée est la distance
euclidienne, qui mesure la proximité géométrique entre deux points.

La fonction mathématique derriere K-Means

L’objectif de 'algorithme est de minimiser une fonction de cotit définie
comme suit :

1Y 2
J=3 > |xi— pl

k=1x;eC,
ou :
— ('} est le k-ieme cluster,
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— p est le centroide du cluster CY,

— ||x; — x| est la distance euclidienne entre un point x; et son centroide.

Distance euclidienne : définition

Distance euclidienne

HXI — X2H = \/(3311 — 5621)2 ah (LL"12 — 5622)2 + ...+ (Q?ln — SL‘Qn)Q

C’est la distance la plus courte entre deux points dans un espace a n

dimensions.
\ J

Elle permet de mesurer la proximité entre les points. C’est ce critere qui
garantit des clusters compacts et bien séparés.

Optimisation géométrique

Pourquoi minimiser la distance ?

En minimisant la distance euclidienne intra-cluster, on crée des groupes

de points homogenes. Chaque point est ainsi le plus proche possible de

son centre de cluster.

L’objectif final est de minimiser la variance a l'intérieur des groupes.

Les étapes de I’algorithme K-Means

1. Initialisation : Choisir aléatoirement K centroides.
2. Assignation : Affecter chaque point au centroide le plus proche.

3. Mise a jour : Recalculer les centroides comme moyenne des points
dans chaque cluster.

4. Répétition : Répéter assignation et mise a jour jusqu’a convergence.

Exemple de clustering : données initiales

Considérons 6 points a regrouper en 2 clusters :
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Point | x; | X9 | X3 | X4 | X5 | Xg
x 215191487
J 31416715

Initialisation : On choisit deux centroides aléatoires :
= (2,3), p2=(8,1)
Etapes du clustering

— Calcul des distances euclidiennes entre chaque point et les centroides.
— Affectation des points aux clusters selon la plus petite distance.

— Mise a jour des centroides en calculant la moyenne des points de chaque
cluster.

— Répétition jusqu’a convergence.

Résultat final : Les 6 points sont regroupés en deux groupes homo-
genes, chacun centré autour d'un centroide calculé a partir des données.

Applications de K-Means
— Segmentation de marché : regrouper des clients selon leurs com-
portements d’achat.
— Classification d’images : regrouper les pixels ou objets similaires.

— Analyse de données génétiques : identifier des structures dans
des séquences biologiques.

Conclusion

L’algorithme K-Means est un outil simple et puissant qui utilise la géo-
métrie euclidienne pour structurer les données. Il permet de regrouper des
éléments similaires et de découvrir des structures cachées dans des jeux de
données complexes.
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32. Les maths derriere les réseaux neu-
ronaux

Caine de myéline

Corps cellulaire —

Terminaisons axonakes

Dendriles

FiGURE 32.1 — Illustration de la structure générale d'un réseau neuronal

Pourquoi les réseaux neuronaux ?

Les réseaux neuronaux sont utilisés pour résoudre des problemes com-

plexes comme la reconnaissance d’images, la traduction de langues et la
prédiction de données. Mais comment fonctionnent-ils ?

Réponse : IIs s'appuient sur des concepts mathématiques comme les
fonctions d’activation, les fonctions de perte et la descente de gradient pour
apprendre et généraliser a partir de données!

Structure d’un réseau neuronal
Un réseau neuronal est constitué de plusieurs couches :

— Couche d’entrée : recoit les données initiales (ex. : pixels d’'une
image),
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— Couches cachées : effectuent des calculs intermédiaires pour extraire
des motifs,

— Couche de sortie : fournit le résultat final (ex. : prédiction de classe).

Couche cachée

Sorlie

O =

FI1GURE 32.2 — Exemple de structure de réseau neuronal

Mathématiques derriére un neurone

Chaque neurone applique une fonction mathématique :

a=f (Zwlxl +b)
i
ou :
— x; : entrées du neurone,
— w; : poids associés a chaque entrée,
— b : biais,
— f : fonction d’activation (ReLLU, sigmoide...),

— a : sortie du neurone (appelée activation).

Propagation avant et rétropropagation

— Propagation avant : les données traversent le réseau jusqu’a la
prédiction.

— Rétropropagation : I'erreur est propagée en sens inverse pour cor-
riger les poids.
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F1GURE 32.3 — La rétropropagation ajuste les poids pour réduire 'erreur

:

Optimisation : fonction de perte et descente de gradient

Pour apprendre, le réseau cherche a minimiser une fonction de perte.
Un exemple courant est I'erreur quadratique moyenne (MSE) :

1 n 5
MSE = — Z (yréel - yprédit)
T ;=1
Les poids sont mis a jour grace a la descente de gradient :

OPerte b b OPerte
IR

ou 1 est le taux d’apprentissage.

Applications concretes

Les réseaux neuronaux sont utilisés dans de nombreux domaines :
— Vision par ordinateur : reconnaissance faciale, détection d’objets,

— Traitement du langage naturel : traduction automatique, syn-
these vocale,

— Finance : prévisions de marché, détection de fraudes,

— Santé : analyse d’imagerie médicale, diagnostics assistés.

Conclusion

Les réseaux neuronaux reposent sur des concepts mathématiques puis-
sants pour apprendre a partir de données. Grace a la propagation avant,
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la rétropropagation, les dérivées et 'optimisation, ces outils transforment
aujourd’hui des secteurs entiers de notre société.
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33. Pourquoi changer la norme dans Py-
thon ?

Probléme

Comment les différentes normes L', L?, et L™ sont-elles utilisées pour

améliorer la performance des modeles de régression linéaire ?

Réponse : Les normes permettent de régulariser les modeles en ajou-
tant une pénalité sur les coefficients. Cela permet d’éviter le surajustement
(overfitting) et de rendre le modele plus simple et plus robuste.

Rappel : la régression linéaire classique

Le but est de trouver les coefficients Sy, 51, . . ., £, qui minimisent I'erreur
entre les valeurs prédites gj; et les valeurs réelles y; :

Ui = Bo+ Bz + -+ + BnTin

MSE = — 5 (g, — 4,
“NZ& Yi — Yi

Mais cette approche peut étre sensible au bruit ou au surajustement.

Régularisation par la norme L' : Régression Lasso

(1 N o n

min (N 51(9@ — 0:i)" + )\J; WJ’)
Avantages :

— Reéduit certains coefficients a zéro,

— Sélectionne les variables automatiquement.
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Régularisation par la norme L? : Régression Ridge

S (= )2+ A S B2
min | — pp—y :
B \N =1 vi— Y =17
Avantages :

— Réduit tous les coefficients mais ne les annule pas,

— Utile quand les variables explicatives sont corrélées entre elles.

Norme L*° : Moindres carrés contraints

R 2y b 9
Avantages :
— Rend le modele robuste aux valeurs aberrantes (outliers),

— Moins utilisée que Lasso et Ridge, mais intéressante en optimisation
robuste.

Optimisation mathématique du probleme

Le probleme de régression revient a résoudre une équation matricielle :

p=X"X)"X"y
ou :
— X est la matrice des variables explicatives,
— y est le vecteur des sorties observées,

— B est le vecteur des coefficients a estimer.

Exemple visuel : régularisation en Python

Dans les bibliotheques Python comme ‘scikit-learn’, la commande “fit()’
effectue cette résolution en utilisant les normes choisies.
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import numpy as np
from sklearn.linear_model import LinearRegression, Lasso, Ridge

# Generer des donnees fictives

X = np.array([[1], [2], [3], [4], [511)

y = np.array([1.2, 1.9, 3.6, 4.1, 5.1])

# Régression Linéaire Simple

reg = LinearRegression().fit(X, y)
print("“Coefficients Régression Simple:", reg.coef_)
# Regression Ridge (norme L*2)

ridge = Ridge(alpha=1.0).fit(X, y)
print("Coefficients Ridge (L”2):", ridge.coef )

# Regression Lasso (norme L*1)

lasso = Lasso(alpha=0.1).fit(X, y)
print("“Coefficients Lassoc (L”1):", lasso.coef )

Coefficients Régression Simple: [1.]
Coefficients Ridge (L"2): [©.909890991]
Coefficients Lasso (L"1): [8.95]

FiGUurE 33.1 — Effet de la régularisation sur une régression en Python
’ ’ ?
Qu’est-ce qu’une norme

Définition : Une norme est une fonction || - || : R™ — R qui respecte
les propriétés suivantes :

1. Positivité : ||x]| > 0, et ||x|| = 0si x =0,

2. Homogénéité : ||ax|| = |o|||x]|,

3. Inégalité triangulaire : ||x +y|| < ||x]|| + ||y]]-
Exemples courants :

— Norme L' : ||x]|; = =, |=4

— Norme L? : ||x]|s = V=g 27

— Norme L™ : [|X||o0 = max; |z

Equivalence des normes : Toutes les normes sont équivalentes dans
R", ce qui signifie qu’elles définissent la méme topologie. On a par exemple :

Crllxll < lx[la < Collx[l et Ixllee < lIxl2 < vnl[x]loo
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Conclusion

Les normes L', L? et L™ sont des outils mathématiques puissants pour
régulariser les modeles, éviter le surajustement, et améliorer la générali-
sation. Leur choix influence directement la forme du modele obtenu et sa
capacité a bien prédire sur de nouvelles données.
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34.

Optimisation des modeles avec la mé-
thode de Lagrange

Multiplicateurs de Lagrange

= = {} — = —— )

— = — 4+ A— = — =
dr  Ox ox Oy dy

FIGURE 34.1 — Optimisation de modeles sous contraintes avec les multiplicateurs de Lagrange

Question

Comment les multiplicateurs de Lagrange sont-ils utilisés pour optimiser
des modeles avec des contraintes dans le cadre d’algorithmes d’appren-
tissage comme le Support Vector Machine (SVM) 7

Réponse : Les multiplicateurs de Lagrange permettent d’intégrer des
contraintes dans une optimisation. Cela facilite la recherche des parametres
optimaux d’un modele tout en respectant certaines conditions structurelles.

Fondements mathématiques

Soit une fonction objectif f(x) a optimiser, sous contrainte d’égalité
g;(x) = 0. On introduit les multiplicateurs de Lagrange \; et on définit la
fonction de Lagrange :
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m
L6 A) = F(x) + 3 Aigi()
1=
Pour trouver un optimum, on résout les équations de premier ordre :

a—ﬁ =0 et oL
8X N 0)\Z

= (0 pour chaque ¢

Application aux SVM

Les Support Vector Machines cherchent a séparer des données en maximi-
sant la marge entre les classes tout en respectant les étiquettes des données
d’entrainement.

La fonction de Lagrange associée est :

1 n
L(w,b,a) = 2HWH2 - ;O@' yi(w-x; +b) — 1]

Conditions de stationnarité :

aﬁzw_ zn:@iyzxz:()

aW 1=1

oL »n

(%—Z;%yz 0

goi :yZ(WXZ—i—b)—l:O VZ

En résolvant ce systeme, on obtient les valeurs optimales des parametres
du modele : w, b et ;.

Pourquoi utiliser les multiplicateurs de Lagrange ?

— Ils permettent de reformuler un probleme avec contraintes comme un
probleme sans contraintes.

— Dans le cas des SVM, cela permet d’identifier les vecteurs supports,
qui définissent la frontiere de décision.

— L’optimisation consiste a maximiser la marge entre les classes tout en
respectant la structure imposée par les étiquettes.
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Conclusion

La méthode de Lagrange est un outil fondamental en optimisation sous
contraintes. Elle est utilisée dans de nombreux domaines, notamment en
machine learning pour entrainer des modeles comme les SVM, qui doivent
satisfaire a des contraintes de classification tout en minimisant une fonction
de cofit.

Elle permet d’obtenir des modeles a la fois rigoureux, interprétables et
efficaces.
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35. Les tenseurs, c’est juste des matrices ?
Pas si vite!

i
i

'
mh.b

FIGURE 35.1 — Les tenseurs sont au cceur de architecture de TensorFlow

Question

Comment TensorFlow utilise-t-il les tenseurs pour effectuer des calculs

complexes en apprentissage automatique ?

Réponse : Dans TensorFlow, les tenseurs transportent des données
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multidimensionnelles (images, séries temporelles, etc.) a travers un graphe
de calcul. Cela permet I'exécution d’opérations comme la multiplication de
matrices, essentielle pour entrainer des réseaux de neurones.

Définition des tenseurs

Un tenseur est une structure mathématique qui généralise les scalaires,
vecteurs et matrices :

— Scalaire = tenseur d’ordre 0 : T'=5
— Vecteur = tenseur d’ordre 1 : T = (t1,to, t3)

— Matrice = tenseur d’ordre 2 :
T (tn 7512)
to1 too
— Tenseur d’ordre 3 ou plus : Cubes ou blocs de données, utilisés

pour modéliser des images, vidéos, etc.

Multiplication de tenseurs

L’une des opérations clés est la multiplication matricielle :

C=A-B on Cy=Y AyBy
k=1

Cette opération est omniprésente dans les couches de réseaux de neurones
pour propager 'information d'une couche a 'autre.

Le graphe de calcul dans TensorFlow

TensorFlow repose sur une architecture en graphe :

— Chaque nceud est une opération mathématique (addition, multiplica-
tion, activation. . .).

— Chaque arc transporte un tenseur entre deux nceuds.

Exemple d'un graphe de calcul :
z=12°+ y2

Ce calcul est représenté par deux nceuds (22, 4?), suivis d'un nceud pour
la somme.
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Rétropropagation et optimisation

Les tenseurs sont aussi utilisés pour optimiser les modeles :

0=60—aVyJ0)
ou :
— 6 : parametres du modele,
— « : taux d’apprentissage,
— VyJ(0) : gradient de la fonction de cofit.

Cette mise a jour permet au modele de s’améliorer au fil des itérations.

Tenseurs en Python avec TensorFlow

Exemple de création et manipulation de tenseurs :

import tensorflow as tf

# Création d’un tenseur 2x2
T = tf.constant([[1, 2], [3, 4]1])

print (T)

# Multiplication matricielle

A = tf.constant([[1, 2], [3, 4]11)
B = tf.constant([[5, 6], [7, 81])
C = tf .matmul (A, B)

print (C)

Pourquoi les tenseurs sont-ils si importants ?

— Images : représentées comme tenseurs 3D (hauteur x largeur x ca-
naux),

— Séries temporelles : données séquentielles sur plusieurs pas de
temps,

— Réseaux de neurones : chaque couche recoit et retourne un tenseur.
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— Manipulation efficace de grandes quantités de données,
— Calcul optimisé sur GPU/TPU,

— Flexibilité dans la modélisation,

- Base de I'optimisation par rétropropagation. )

Conclusion

Les tenseurs ne sont pas 'juste des matrices' : ils sont 'ossature des sys-
temes d’intelligence artificielle modernes. Dans TensorFlow, ils permettent
de représenter, transformer, apprendre et optimiser des modeles complexes
sur des données réelles.
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36. Regrouper automatiquement des don-
nées avec DBSCAN

Probléme

Comment regrouper des données sans connaitre a l'avance le nombre

de groupes (clusters), tout en identifiant automatiquement les points

aberrants (outliers) ?

Réponse : L’algorithme DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering
of Applications with Noise) repose sur des notions mathématiques de den-
sité et de voisinage. Il permet de regrouper les données de maniere intelli-
gente sans avoir besoin de spécifier le nombre de groupes.

Les concepts mathématiques derriere DBSCAN

— Point cceur : Un point ayant au moins un certain nombre de voisins
dans un rayon donné (minPts voisins dans un rayon €).

— Point bordure : Un point qui est voisin d'un point coeur, mais qui
ne remplit pas lui-méme la condition pour étre un point cceur.

— Bruit (outlier) : Un point qui ne fait partie d’aucun groupe, car il
est isolé.

Les parametres

L’algorithme DBSCAN utilise deux parametres principaux :

— ¢ : le rayon de voisinage autour d'un point.

— minPts : le nombre minimal de points pour former un groupe (ou
cluster).

141



Comment fonctionne DBSCAN ?

On choisit un point non encore visité.
On identifie tous les points dans un rayon €.

S’il y a au moins minPts voisins, on crée un cluster.

= W o=

On agrandit ce cluster en ajoutant tous les voisins des voisins, tant
qu’ils remplissent la condition.

5. Les points qui ne sont dans aucun cluster sont considérés comme du
bruit.

Exemple visuel

DBSCAN: Clusters and Noise

2 ",
....“ ‘0:.?! ®,
.‘... . s a% o
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FIGURE 36.1 — Les points colorés représentent des clusters. Les points noirs sont considérés comme
du bruit (outliers).

Applications concretes

— Détection d’anomalies : Identifier automatiquement des compor-
tements anormaux dans des données (fraude, panne, etc.).

— Analyse géographique : Regrouper des lieux proches (par exemple
des magasins, des capteurs, des habitations).

— Réseaux sociaux : Identifier des communautés ou des sous-groupes
dans des graphes de relations.
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Pourquoi c’est utile ?

Contrairement a des algorithmes comme K-Means, DBSCAN ne néces-
site pas de connaitre le nombre de groupes a 'avance. Il est aussi capable
d’identifier les formes irrégulieres de groupes et de gérer les données brui-
tées. C'est donc un outil tres utile dans des domaines comme l'intelligence
artificielle, la cybersécurité ou encore la géographie.

Conclusion

DBSCAN repose sur des idées simples mais puissantes : la densité locale,
la notion de voisinage, et 'extension d’un groupe de maniere dynamique.
Gréace a ces concepts mathématiques, on peut automatiser le regroupement
de données complexes sans avoir a tout paramétrer soi-méme.
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37. Comment les maths aident a identi-
fier les visages ?

Question centrale

Comment un systeme de reconnaissance faciale parvient-il a identifier
un visage parmi des millions ? La réponse se trouve dans 'utilisation de
modeles mathématiques capables de transformer une image en données

comparables.
- J

Les systemes de reconnaissance faciale s’appuient sur un ensemble de
caractéristiques physiques mesurables d'un visage : la distance entre les
yeux, la largeur du nez, la forme du menton, etc. Ces éléments sont traduits
en valeurs numériques et stockés sous forme de vecteurs.

Normalisation des caractéristiques

Chaque caractéristique est souvent normalisée entre 0 et 1 afin de rendre
les comparaisons cohérentes. On utilise la formule suivante :

/ Li — Lmin

Lmax — Lmin

Cela permet de comparer différents visages sur une méme échelle, quelles
que soient les unités initiales.

Distance euclidienne

Pour mesurer la proximité entre deux visages, on peut calculer la distance
euclidienne entre leurs vecteurs :

d = \/(1}1 —’UJ1)2—|— (?)2 —w2)2+ R (Un —wn)2
Plus d est faible, plus les visages sont similaires.
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Distance euclidienne pondérée

Certaines caractéristiques comptent plus que d’autres dans l'identifica-
tion. On utilise alors une distance euclidienne pondérée :

dpondéré — \/al (Ul - w1)2 + -+ an(vn - wn>2

Similarité cosinus

Une autre approche repose sur la comparaison de la direction des vec-
teurs, plutét que leur distance. On utilise alors la similarité cosinus :

( ) V-W
cos(V,W) = ———
| il

Plus le résultat est proche de 1, plus les vecteurs pointent dans la méme
direction, donc plus les visages sont proches.

Exemple de calcul
Prenons deux vecteurs caractéristiques normalisés
v =(0.5,0.7,0.4,0.6,0.8), w = (0.6,0.7,0.5,0.55,0.85)

La distance euclidienne est :

d =~ /(0.5 —0.6)2 + (0.4 — 0.5)2 + ...~ 0.15
La similarité cosinus est :
cos(v, w) & 0.997

Pertinence des résultats

Lorsque la distance est faible et que la similarité cosinus est proche de
1, le systeme considere que les visages sont tres similaires. Il peut alors

identifier un visage inconnu en le comparant a une base de données.

Conclusion

Les mathématiques permettent de convertir des visages en vecteurs nu-
mériques et de les comparer avec rigueur. Ces méthodes sont aujourd’hui
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utilisées dans la sécurité, la recherche d’images, les réseaux sociaux et bien
d’autres domaines.
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38. Maths pour la régression linéaire

upper triangular
matrix

A Q R

orthogonal matrix

n

FiGureE 38.1 — QR factorisation : un outil fondamental pour les moindres carrés et la stabilité
numeérique

Probléme

Comment utiliser la factorisation QR pour résoudre des équations li-

néaires issues de données réelles, et pourquoi cette méthode est-elle aussi

efficace ?

De données a une équation linéaire

Prenons un ensemble de données observées (1, y1), (T2, y2), - - -, (Tn, Yn)
qu’on souhaite ajuster par un modele linéaire de type y = max + c.
Cela nous mene a un systeme d’équations :

ry 1 (7
Ax=b, avec A= 322 1 : X:(Zz), b = y:2
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Pourquoi la factorisation QR ?

Lorsque ce systeme est surdéterminé (plus d’équations que d’inconnues),
il n’admet généralement pas de solution exacte. On cherche donc la meilleure
approximation possible : ¢’est I'objectif des moindres carrés.

Cette méthode revient a minimiser la norme de 'erreur :

min [|[Ax — b|
X
Et la QR factorisation nous y aide en décomposant :
A=QR, ou( estorthogonale et R est triangulaire supérieure.

On transforme alors le probleme en un systeme plus simple :

Rx=Q'b

Orthogonalisation de Gram-Schmidt

L’un des moyens d’obtenir cette décomposition est I'algorithme de Gram-
Schmidt.

— On commence avec les colonnes de A, notées vy, vg, . ..

— On construit une base orthogonale ¢, g, ... en éliminant les compo-
santes paralleles.

Concretement :

\ : V241
ou prOJql (UZ) — HC_I1H2 q1

U1 vz — Proj,, (va)
Q= 42 = . )
o] |vg — proj,, (va)]|

Construire la matrice R

La matrice R encode les relations entre les vecteurs d’origine et la nou-
velle base orthogonale :

Rij = qi - v

On obtient alors :

A=QR
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Utilisation en Python

En Python, la QR factorisation est directe :
import numpy as np

A = np.array([[1, 11, [1, -11, [1, 111D
Q, R = np.linalg.qr(A)

Cette commande applique en interne une version numérique de Gram-
Schmidt (ou une version modifiée plus stable), pour fournir les matrices @

et R.

Exemple numérique

Prenons :

1

A= —1

1

On calcule :
U1 Uy — pl"qul (/02)
CI1 = T QQ — ;
[Jv1]] vy — proj,, (v2)||

Puis :

R — (Hle q1 - V2 )

0 |lva — proj,, (v2)|

Applications concretes

— Résolution de systémes linéaires lorsque le systeme est surdé-
terminé.

— Régression linéaire par moindres carrés.

— Réduction de dimension et prétraitement dans des algorithmes
de machine learning.
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Conclusion

La QR factorisation n’est pas juste une routine Python. Elle repose sur
des principes d’algebre linéaire solides qui garantissent stabilité et efficacité.
En comprenant 'orthogonalisation et la structure des matrices () et R, on
exploite tout le potentiel de cet outil pour mieux analyser et modéliser les
données.
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39. Distance Euclidienne vs Distance de
Manhattan : différences et applica-
tions

Contexte

En analyse de données et en apprentissage automatique, la maniere de
mesurer la distance entre deux points influence fortement les performances
des algorithmes. Parmi les mesures les plus courantes, on retrouve :

- La distance euclidienne (ou « a vol d’oiseau »), - La distance de Man-
hattan (ou « a angle droit »).

Définitions mathématiques

Distance euclidienne

C’est la distance la plus intuitive : la ligne droite entre deux points dans
un espace multidimensionnel.

dp(z,y) = l > (wi — yi)?

i=1
Caractéristiques :
— Sensible aux valeurs extrémes.
— Adaptée aux données continues et normalement distribuées.

— Utilisée dans des algorithmes comme K-Means, KNN, PCA.

Exemple

Deux points : A = (1,2), B = (4,6)

dp(A,B) = /(4 =12+ (6 —22 =9+ 16 =5
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Distance de Manhattan

Elle mesure la somme des différences absolues sur chaque dimension —
comme un trajet en ville ou I'on suit une grille.

dM(xvy) = Z ‘:EZ - yz‘

=1

Caractéristiques :

— Moins sensible aux valeurs extrémes.
— Mieux adaptée aux données ordinales ou hétérogenes.

— Souvent utilisée dans le clustering basé sur la densité.

Exemple

Méme points : A = (1,2), B = (4,6)

dy(A,B)=14—-1|4+16—-2]=34+4=7
La distance de Manhattan est toujours supérieure ou égale a la distance
euclidienne (égalité seulement si une seule dimension varie).
Conséquences analytiques

— Distance euclidienne : favorise les clusters sphériques, sensible a
I’échelle et aux unités.

— Distance de Manhattan : adaptée aux variables avec des unités
différentes, plus robuste aux valeurs aberrantes.

Choix stratégique : - Pour des données bien normalisées : distance
euclidienne. - Pour des données mixtes ou bruitées : distance de Manhattan.
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Tableau comparatif

Critere Euclidienne Manhattan
Formule \/Z(:CZ — ;)? S|z — vl
Sensibilité  aux | Forte Faible

extrémes

Données adap- | Continues, gaus- | Ordinales,  hétéro-
tées siennes genes

Algorithmes ty- | K-Means, PCA DBSCAN, arbres de
piques décision

Illustration graphique

Manhattan

Manhattan

FIGURE 39.1 — Comparaison graphique entre distance euclidienne (ligne droite) et distance de Man-
hattan (chemin en escalier)

Conclusion

— La distance euclidienne est simple et intuitive, mais sensible aux valeurs
extrémes.

— La distance de Manhattan est plus robuste, idéale pour des données
ou les dimensions ne sont pas comparables.

155



— Le bon choix dépend des propriétés des données et de 'objectif d’ana-
lyse.
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40. Tu connais PCA ? Mais connais-tu les
maths derriere ?

Question centrale

Comment I’Analyse en Composantes Principales (PCA) permet-elle de

réduire la dimension des données tout en conservant un maximum d’in-
formation ?

Objectif de PCA

PCA (Principal Component Analysis) est une méthode utilisée pour
transformer un jeu de données en un espace de plus faible dimension, tout
en préservant autant que possible la variance présente dans les données.

Autrement dit, PCA cherche a identifier les directions dans lesquelles les
données varient le plus, et projette les données sur ces axes pour obtenir
une représentation simplifiée.

Les étapes mathématiques de PCA

1. Centrage des données

Soit une matrice de données X € R™? avec n observations et d va-
riables. On commence par centrer X en retirant la moyenne de chaque
colonne :

Xcentré =X -X

2. Calcul de la matrice de covariance

1
C=="X" Xt
n

centré

Cette matrice donne des informations sur la variance et la corrélation
entre les variables.
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3. Décomposition en valeurs propres

On calcule les valeurs propres A; et les vecteurs propres v; de la matrice

C

O?}i = )\ivi

Les vecteurs propres indiquent les directions principales de variation
(axes), et les valeurs propres indiquent la quantité de variance capturée
dans chaque direction.

4. Sélection des composantes principales

On trie les valeurs propres par ordre décroissant :
N> d > >

On choisit les k£ premieres composantes, ou k < d, selon le pourcentage
de variance que l'on souhaite conserver.

5. Projection des données

On forme la matrice des composantes principales :
Wi = vy, v9, ..., 0] € R9*K
Puis on projette les données :
Z = Xeentre Wy

avec Z € R™* une représentation réduite du jeu de données.

Pourquoi PCA est optimal ?

PCA a plusieurs propriétés clés :
— [l maximise la variance conservée dans les nouvelles dimensions.

— Les axes principaux sont orthogonaux : les nouvelles variables sont
indépendantes.

— La projection minimise 'erreur quadratique moyenne entre les données
originales et leur reconstruction.
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Liens avec d’autres domaines

Régression linéaire

PCA peut étre vu comme une régression dans laquelle la direction de
projection minimise la somme des carrés des distances perpendiculaires aux
axes.

Probabilités

Dans une distribution normale multivariée, les composantes principales
correspondent aux axes qui maximisent la vraisemblance des données.

Applications de PCA

PCA est utilisé dans de nombreux contextes :

— Compression d’images : réduction du nombre de pixels sans trop
de perte d’information.

— Détection d’anomalies : identification de points qui s’éloignent de
la structure principale.

— Réduction de bruit : suppression des dimensions peu informatives.

— Visualisation : transformation de données multidimensionnelles en
2D ou 3D.

Conclusion

PCA est un outil mathématique puissant qui permet de simplifier, vi-
sualiser et mieux comprendre des jeux de données complexes. Son efficacité
repose sur l'algebre linéaire (valeurs propres, projections) et il reste un pilier
incontournable dans de nombreux domaines liés a I'analyse de données.
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41. Comprendre et combattre un nuisible
du cacao

Probléme
Comment comprendre la croissance de la population du foreur du cacao

afin de réduire son impact sur les plantations ?

Contexte : Le foreur du cacao est un insecte nuisible qui cause d’im-
portants dégats aux plantations. Il passe par plusieurs stades de vie : ceuf,
larve, adulte male et adulte femelle. Chaque stade joue un role différent
dans la prolifération du nuisible. En modélisant cette dynamique, on peut
anticiper et controler les infestations.

Cycle de vie du foreur du cacao

Le développement du foreur se fait en quatre stades principaux :
— F : (Eufs pondus par les femelles adultes,
— L : Larves (les plus destructrices, car elles se nourrissent de la plante),
— M : Males adultes (n’interviennent pas dans la reproduction),

— F : Femelles adultes (assurent la ponte des ceufs).

Le cycle suit la trajectoire suivante : | (Euf — Larve — Male ou Femelle — Not

Pourquoi modéliser ?

Un modele mathématique permet de répondre a plusieurs questions cru-
ciales :

— Quels stades cibler pour freiner 1’évolution de la population ?
— Quel est 'impact du taux de ponte sur 'invasion 7
— Quelles stratégies seraient les plus efficaces (pesticides, prédateurs na-

turels, etc.)?
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Cela aide les agriculteurs a intervenir au bon moment, avec les bons
moyens.

Les équations du modele

On modélise 'évolution de chaque catégorie par une équation différen-
tielle :

at = OF — ppk
Ccllf = ppk — prL
CZ\Z = ;NLL — M
Cg = ;ULL — ppl’

Ou :
— [ est le nombre moyen d’ceufs pondus par chaque femelle,
— g, 1L, i, e sont les taux de mortalité aux différents stades.

Ces équations décrivent la dynamique globale de la population dans le
temps.

Analyse et stratégies de controle

L’analyse du modele révele plusieurs points clés :

— Les larves sont responsables des dégats — c’est le stade critique a
controler.

— Une forte valeur de 8 entraine une croissance rapide de la population.

— En ciblant les ceufs (ug) et les larves (up), on réduit efficacement le
nombre d’adultes reproducteurs.

Recommandation

L’intervention la plus efficace est d’augmenter la mortalité au stade

larvaire (par pesticides ou prédateurs naturels), car c¢’est a ce moment

que le nuisible est le plus vulnérable et destructeur.
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Conclusion

Ce modele mathématique met en lumiere les mécanismes clés qui controlent
la croissance de la population du foreur du cacao. Il sert d’outil d’aide a la
décision pour les agriculteurs, en leur permettant d’intervenir de maniere
ciblée et stratégique afin de protéger leurs cultures.
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42. Comprendre la valeur des options

Une option est un contrat financier qui donne le droit, mais non 1'obli-

gation, d’acheter (option d’achat ou call) ou de vendre (option de vente
ou put) un actif a un prix fixé (prix d’exercice), a une date donnée ou

\avant. y

Exemple : Si vous avez une option vous donnant le droit d’acheter une
action a 100 euros alors que le marché la propose a 120 euros, vous réalisez
un gain de 20 euros.

Pourquoi acheter des options ?
— Se couvrir contre les risques : Une entreprise peut verrouiller un
prix de vente minimum.

— Spéculer : Un investisseur peut parier sur la hausse ou la baisse d'un
actif avec une mise limitée.

— Stratégies flexibles : Les options permettent de construire des com-
binaisons complexes d’investissement.

Comment fonctionne une option ?
— Option d’achat (call) : donne le droit d’acheter un actif & un prix
déterminé.

— Option de vente (put) : donne le droit de vendre un actif a un
prix déterminé.

— Gain potentiel : si le prix de 'actif monte, une option d’achat devient
plus intéressante.

— Perte maximale : limitée au cotit de 'option (la prime).
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TYPES D'OPTIONS

Position achetaur I Paosition vendeur

Option d’achat Dot dachetsr \ ’ Obligation de
l'action | vendra l'action
Option de vente Droit de vendre Obligation
% laction d'acheter I'action

FIGURE 42.1 — Illustration du fonctionnement d’une option
Modélisation mathématique des options

On suppose que le prix S(t) de l'actif suit un mouvement brownien
géométrique :

dS(t) = puS(t)dt +oS(t)dW (t)
ou :
— 1 est le taux de croissance espéré,
— o est la volatilité (écart-type des variations),

— dW (t) représente un mouvement brownien standard.

Formule de Black-Scholes

La valeur théorique V(.S,t) d'une option vérifie I'équation

OV 1 ,,0PV OV
&+QOSW+TS&S_TV_O

Pour une option d’achat européenne, la formule explicite est :

C(S,t) = SN(dy) — Ke "TIN(d,)

avec

S o? _
dy = n (7) +0(\Z;7_22 L=t g oVT T

ou N est la fonction de répartition de la loi normale.
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Exemple numérique

Parametres :
— S=100€, K=105€,r=5%,0 =20%,T —t=0.5

Calcul :
d; = 0,106, dy = —0,034

C =100 x N(0,106) — 105 x e~ "*U5 5 N(—0,034) ~ 5,27 €

Scénarios possibles

Scénario 1 : L’option n’est pas exercée

Le prix reste inférieur a 105 €, 'option expire sans valeur :

Perte = prime payée = 5,274

Scénario 2 : L’option est exercée

Le prix monte a 120 € :

Gain = (120 — 105) — 5,27 = 9,734

Applications pratiques des mathématiques financiéeres

Les modeles permettent de :
— Evaluer des produits financiers complexes,

— Prendre des décisions éclairées sur les couvertures ou investis-
sements,

— Gérer les risques de portefeuille.

Limites du modele de Black-Scholes

— Volatilité constante : peu réaliste dans la vraie vie.
— Pas de sauts de prix : le modele n'integre pas les crashs ou pics.
— Pas de coiits de transaction : hypothese simplificatrice.
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Conclusion

Grace aux mathématiques, on peut modéliser, comprendre et anticiper
les comportements de produits financiers comme les options. Cela permet
d’améliorer la prise de décision en finance et de mieux gérer les incertitudes
du marcheé.
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43. Comment les maths gerent le trafic
routier 7

FIGURE 43.1 — La modélisation mathématique au service de la fluidité routiere

Pourquoi les bouchons ?

Le trafic routier est souvent difficile a gérer. Comment prévoir et éviter

les embouteillages, et optimiser la fluidité de la circulation ?

Réponse : Les mathématiques, a travers des modeles comme 1’équation
de Lighthill-Whitham-Richards (LWR), nous aident a comprendre et gérer
le trafic en ville!

Modélisation mathématique du trafic

Le modele LWR repose sur une équation de conservation. On modélise :
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dp 0
7P + 7q — O
ot Oz
ou :
— p(x,t) est la densité des véhicules (en nombre de voitures par kilo-
metre),
— q(x,t) = p(x,t) - v(z,t) est le flux de trafic,
— v(x,t) est la vitesse moyenne des véhicules.

Ce modele permet de prédire la formation et la disparition des embou-
teillages, de la méme fagon que les vagues dans un fluide.

Exemple : formation d’un embouteillage

— Trafic fluide : A faible densité, les véhicules roulent rapidement et
le flux augmente.

— Trafic dense : Quand la densité dépasse un certain seuil p., les
voitures ralentissent et des bouchons apparaissent.

L &— Poini critique

F1GURE 43.2 — Relation entre densité p et flux ¢ : le point critique marque la transition vers ’em-
bouteillage

Ce type de graphique montre que le flux de trafic atteint un maximum
pour une densité critique p.., au-dela de laquelle le systeme sature.

Applications concretes du modele

Grace a ces équations, on peut :
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— Optimiser les feux de circulation pour maximiser la fluidité,

— Prédire les embouteillages en amont et recommander des itiné-
raires alternatifs,

— Améliorer les GPS intelligents qui s’appuient sur des modeles
prédictifs pour proposer les meilleurs trajets.

Conclusion

Les équations différentielles comme celle de LWR sont au cceur des sys-
temes modernes de gestion du trafic. En comprenant la dynamique de la
circulation, les mathématiques deviennent un outil puissant pour réduire
les embouteillages et améliorer la mobilité urbaine.
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44. Pourquoi les Logarithmes ?

Probléme

Comment effectuer facilement des multiplications ou divisions complexes

a une époque sans calculatrice ni ordinateur ?

Contexte historique

Les logarithmes ont ¢t¢ inventés au début du 17e siecle par John Napier.
A cette époque, les scientifiques avaient besoin d’outils pour accélérer les
calculs astronomiques et éviter les erreurs lors des longues multiplications.

Idée principale

Les logarithmes transforment des multiplications en additions, et des

divisions en soustractions.

Exemples d’utilisation historique

— Astronomie : déterminer les positions des planctes et des étoiles.
— Navigation : calcul des distances et des trajectoires maritimes.

— Finance : calculs d’intéréts composés sur le long terme.

Simplification des calculs

Voici deux formules classiques :

0 x b — 10le@tlog®) & _ jlog(a)-log(h)
b

Ainsi, au lieu de multiplier directement 5000 x 3200, on utilise les tables
logarithmiques, on additionne les logarithmes, puis on reprend 'antiloga-
rithme.
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Aujourd’hui : des usages toujours essentiels

Meéme si on n’utilise plus de tables logarithmiques a la main, le concept
reste fondamental dans plusieurs disciplines :

— Informatique : complexité algorithmique (O(logn)).
— Physique : mesure des décibels, des magnitudes sismiques.
— Chimie : calcul du pH, défini comme — log[H*].

— Economie et Data Science : transformation logarithmique des
données.

Les bases et formules essentielles

Définition : Si a” = b, alors x = log,(b).
Formules fondamentales :
T 10ga(5€y) — 1Oga('x) + 1Oga(y)
o loga('x/y) 1Oga('x) T loga(y)
o 1Oga( ) - nloga( )
b log..(b)

log,.(a)
Bases fréquentes :

— log,(b) = (changement de base)

— logo(x) : logarithme décimal.

— In(z) ou log,(x) : logarithme naturel (base e ~ 2,718), tres utilisé en
analyse.

Conclusion

Les logarithmes sont un exemple parfait d’outil mathématique né d’un
besoin pratique. Ils ont révolutionné les sciences des leur invention, et conti-
nuent aujourd’hui d’étre indispensables dans la modélisation, I'analyse de
données, et la compréhension des phénomenes exponentiels.
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45. Optimiser les Cultures

Un entrepreneur agricole cultive a la fois du plantain et de la patate
douce. Ces deux plantes partagent les mémes parcelles et se disputent
les ressources naturelles : eau, lumiere, nutriments du sol. Comment
modéliser cette compétition pour aider cet entrepreneur a optimiser sa

production ?
\ J

Réponse

On peut utiliser un modele mathématique inspiré de la biologie des po-
pulations : le modele de compétition de Lotka-Volterra, adapté
ici a 'agriculture.

Contexte agricole

Dans de nombreuses régions tropicales d’Afrique, on cultive ensemble
des plantes comme :

— Le plantain — grand, feuillu, gourmand en ressources.

— La patate douce — rampante, productive, mais vulnérable au manque
de lumiere.

Ces cultures peuvent se nuire mutuellement si elles sont mal réparties.
D’ou l'intérét de modéliser leur croissance conjointe.

Modéliser la croissance du plantain

On note P(t) la production de plantain au temps ¢. Son évolution est
donnée par :
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dP P
—— =rpP|1— | —appPD
dt rp ( KP) app

Interprétation des parametres :
— rp : taux de croissance du plantain.
— K p : rendement maximal que le sol peut supporter (capacité de charge).
— app : effet négatif de la patate douce sur le plantain.

La derniere partie de I'équation représente la perte de rendement due a
la compétition : chaque unité de patate douce géne le développement du
plantain.

Modéliser la croissance de la patate douce

De fagon similaire, on note D(t) la production de patate douce. On
obtient :
dD D
—=rpD (1l ——)] — DP
It "D ( KD) app

— rp : taux de croissance de la patate douce.
— K p : capacité de charge pour la patate douce.

— app : effet du plantain sur la patate douce (souvent via 'ombre portée).

Ces deux équations forment un systeme dynamique décrivant I'interac-
tion entre les deux cultures.

Difficultés d’application concrete
— Parametres incertains : Les valeurs de r, K, et a dépendent du
climat, du type de sol, de la densité de plantation.

— Aléas climatiques : Sécheresse, maladies, ou attaques de parasites
peuvent perturber les prévisions.

— Interaction non linéaire : Les effets de 'ombre, de 'humidité ou
de la densité peuvent amplifier ou atténuer les interactions de maniere
complexe.
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Objectif : optimiser les rendements
En simulant ce systeme d’équations avec différents parametres (densités
de plantation, calendrier des semis, apports d’eau, etc.), on peut :
— Repérer les configurations qui maximisent le rendement total.
— Trouver des compromis durables entre les deux cultures.

— Réduire les pertes liées a la mauvaise concurrence des plantes.

Conclusion

Les équations différentielles offrent aux agriculteurs une vision plus claire
des interactions entre leurs cultures. Elles ne remplacent pas l'expérience
du terrain, mais elles permettent de tester des scénarios avant de les mettre
en ceuvre. Une modélisation réussie peut donc conduire a des pratiques plus
durables, plus rentables et mieux adaptées aux ressources disponibles.
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46. Créer des Mandalas avec la Multipli-
cation

Une idée surprenante

Et si je te disais que tu peux créer des mandalas simplement en... fai-
sant des tables de multiplication 7 Oui, grace aux maths, I'art et la beauté
géométrique se rejoignent. Explorons comment les motifs issus de la multi-
plication modulaire peuvent donner naissance a des figures fascinantes.

Une table de multiplication circulaire ?
Prenons un cercle avec n points également espacés. On les numérote de

0 a n — 1. Pour chaque point 7, on trace un segment vers le point (i X k)
mod n.

Formule utilisée :

fli,k,n)=(i x k) modn

Le parametre k£ est un multiplicateur, et n représente le nombre total de
points sur le cercle.

Exemple avec 10 points et £ = 2

Avec n = 10 et k£ = 2, on relie :
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0—0
1 =2
2—4
3—06
4 — 8
5—0

etc.

Cela donne un motif géométrique étonnamment structuré, bien que tres
simple a construire.

Mandala avec n=10 et k=2

"

Plus de points, plus de beauté

Si on augmente n, les formes deviennent plus complexes, presque hyp-
notiques :

—n=100,k=2:
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Mandala avec n=100 et k=2

— n =100,k =3,57"

Mandala avec n=100 et k=3 Mandala avec n=100 et k=5 Mandala avec n=100 et k=7

— n=1000, k = 3,5,7 :

Mandala avec n=1000 et k=3 Mandala avec n=1000 et k=5 Mandala avec n=1000 et k=7

Ce que nous apprennent ces figures

Ces dessins ne sont pas juste beaux. Ils illustrent plusieurs idées mathé-
matiques :
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— La notion de modulo, ou reste de division.
— L’effet d’'une multiplication répétée dans un systeme cyclique.

— L’émergence de motifs symétriques a partir d'une regle simple.

En ajustant juste k et n, on obtient toute une famille de mandalas. On
peut méme en faire un projet artistique basé sur les mathématiques.

Et en Python?

Voici un code simple pour générer de tels mandalas :

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

n = 200 # nombre de points
k =2 # multiplicateur

angles = np.linspace(0, 2*np.pi, n, endpoint=False)
points = np.array([[np.cos(a), np.sin(a)] for a in angles])

fig, ax = plt.subplots(figsize=(6,6))
ax.set_aspect(’equal’)
ax.axis(’off’)

for i in range(n):
j =@ *k) %n
ax.plot([points[i] [0], points[j][0]],
[points[i] [1], points[j][1]],
color=’blue’, linewidth=0.5)

plt.show()

N’hésite pas a jouer avec les parametres n et k. Tu verras apparaitre des
rosaces, des spirales, des figures étoilées. . .
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Conclusion

Les mandalas issus des tables de multiplication modulaire montrent que
les mathématiques sont partout, méme dans I'art. Un simple produit suivi
d’un modulo peut donner naissance a un monde visuel riche et harmonieux.
Et si tu ne t’es jamais senti - e créatif - ve avec les maths, c¢’est peut-étre le
moment d’ouvrir un carnet. .. ou un terminal Python.
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47. Roble des Maths dans Nos Rythmes
Quotidiens

Notre rythme, heure par heure
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LP/INFOGRAPHIE.

Qu’est-ce qu’une Horloge Circadienne ?

Introduction

L’horloge circadienne est notre 'montre interne' qui régule des cycles
de 24 heures, influencant notre sommeil, notre énergie, et nos processus
biologiques. Elle se synchronise principalement avec la lumiere du jour.
Comprendre comment cette horloge fonctionne et reste en phase avec

'environnement est crucial pour notre santé et bien-étre. )
o
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Les Horloges dans le Corps Humain

Voici les principaux lieux dans le corps ou se trouvent des horloges cir-
cadiennes : noyau suprachiasmatique (SCN) du cerveau, foie, cceur, pan-
créas, reins, intestins, poumons, peau, muscles squelettiques, tissu adipeux

(graisse).
Notre rythme, heure par heure it
rtificielle.
& 17:00 : T
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Modélisation Mathématique de I’Horloge Circadienne

Pour modéliser une horloge circadienne, on peut utiliser une équation
qui décrit la production et la dégradation d’une protéine P qui controle le

rythme.

— La protéine P augmente et diminue de facon cyclique.

— Son niveau influence directement notre rythme de veille et de sommeil.

Equation du modeéle trés basique

Décomposition de ’'Equation

o pn modelise la production de P, qui diminue lorsque P est éleve.

— —~ P représente la dégradation naturelle de P, nécessaire pour que le

cycle recominerice.
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Pourquoi la synchronisation est-elle importante ?

L’alignement de 'horloge circadienne avec le cycle jour /nuit est essentiel

pour que notre corps fonctionne efficacement. La désynchronisation peut
causer des troubles du sommeil et autres effets sur la santé.

Le Modele Mathématique de Goodwin

Le modele de Goodwin est utilisé pour modéliser les oscillations circa-
diennes. Il repose sur trois variables :

— 2 : ARN messager.
— y : Protéine produite a partir de z.

— 2z : Inhibiteur qui régule la production de x.

Les équations associées sont :

dx K7 x
dat VlKi“—i—z” _V2K2+x
@ = V3T — V4L
dt K4+y

dz 2
ar UsY — Vﬁm

Exemple de Synchronisation Circadienne

i

| — x
_— y

(71

]

=

concentration [a.u.]

L=

0 24 48 72 96 120
time [h]

Crédit : Marta del Olmo et al
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Ce modele simple montre comment une horloge biologique peut se syn-

chroniser naturellement avec I’environnement, en maintenant un rythme
régulier essentiel pour notre santé.

Conclusion Générale

Les mathématiques nous aident a mieux comprendre 'horloge circa-
dienne et son role dans notre fonctionnement quotidien. Les modeles pré-
sentés montrent comment un phénomene biologique complexe peut étre
simulé a l'aide d’équations simples mais puissantes.
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48. Pourquoi calculer des intégrales ?

flx)

A

Un Probleme par Exemple

Pourquoi calculer des intégrales 7

Pour des formes simples comme les carrés ou rectangles, on calcule faci-
lement 'aire. Cependant, pour des formes complexes comme une portion
de plage, les calculs deviennent compliqués. C’est 1a que les intégrales

\aldent.

/
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Définition de I’intégrale

L’intégrale sert a calculer I'aire sous une courbe, le volume d’un solide,

ou 'accumulation sur un intervalle.

fla) Ll

Application : Vitesse et Distance

Si vous voulez calculer la distance parcourue par une voiture en fonction
de sa vitesse variable, I'intégrale permet de trouver la distance totale en
additionnant les petits changements de position sur chaque intervalle de
temps.

Distance = /a ’ v(t) dt

C’est un outil pour additionner une infinité de petites quantités.

Optimisation des Stocks avec les Intégrales

Dans une entreprise, la gestion efficace des stocks est essentielle pour
réduire les cofits et optimiser l'approvisionnement. Comment peut-on

utiliser les intégrales pour prendre de meilleures décisions ?

Supposons qu’une entreprise de distribution recoive des produits de ma-
niere continue. La demande pour ces produits varie au cours du temps. Pour
éviter un manque ou un surplus de stock, il faut calculer 'accumulation de
produits sur une période donnée :

S(t) = /OT Entrées(t) — Sorties(t) dt
Cela permet de suivre 'évolution des stocks a chaque instant.

190



Intégrales en Economie

Pourquoi les Intégrales en Economie 7

Les intégrales permettent de calculer les bénéfices, les cofits cumulés ou
encore 'accumulation de capital.

Exemple : Si R(t) représente le revenu a un instant ¢ et C(t) le cofit
a ce méme instant, alors le bénéfice total sur une période de t; a t9 est :

Bénéfice total = [ *(R(t) — C(t)) dt

Cela permet d’avoir une vision précise des profits accumulés.

Croissance du Capital et Intéréts Composés

Intéréts composés

Les intégrales sont également utilisées pour modéliser la croissance d'un

capital a intéréts composés, en prenant en compte l'accumulation conti-

nue d’intéréts.

Exemple : Si un capital Cj est placé avec un taux d’intérét variable
r(t), le montant accumulé entre 1 et t5 est :

C(t)=Cy - efttlz r(t)dt

Ce modele permet d’estimer la croissance continue du capital.

Conclusion

Les intégrales sont omniprésentes : elles interviennent dans I'aménage-
ment des plages, en économie pour estimer des bénéfices ou suivre la crois-
sance d'un capital, ou encore pour gérer efficacement des stocks. C’est un
outil fondamental pour additionner des quantités variables sur une période
continue.
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49. Pourquoi fait-on la Géométrie de I’Es-
pace ?

Pourquoi faire la géométrie de ’espace ?

Utilité de la Géométrie de I’Espace

La géométrie de I'espace est utilisée pour modéliser et comprendre des
objets en trois dimensions, ce qui est essentiel dans des domaines comme
la construction, I'ingénierie, la conception d’objets et méme 1'aéronau-

tique.
\_ 4 J

Elle permet de calculer les volumes, les surfaces et les distances entre

193



des objets dans 'espace, facilitant ainsi des projets pratiques comme la
construction d'un batiment ou le design d’un produit industriel.

Cas 1 : Calcul de volume de béton en construction

Probléme

Comment calculer le volume de béton nécessaire pour remplir une fon-

dation trapézoidale?

1
VZQX(Bl—l—BQ)XhXL

v

A —

Cas 2 : Conception mécanique et optimisation

Probléeme

Comment optimiser la surface de contact d’une piece mécanique pour
minimiser les frottements?

Modélisation de la surface en utilisant des solides de révolution, et calcul
de la surface latérale a 'aide de la géométrie 3D pour optimiser les points
de contact.

Nom du Contact Contact Contact
Contact: Plan Cylindrique Sphérique
2 ¥ y
i 2
Exemple: ;
I
L] 1 ¥
Nature du =2
ostacts Plan Cylindre
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Cas 3 : Optimisation du matériau pour une imprimante 3D

Probléme

Comment calculer le volume de matériau a utiliser pour un prototype

de piece imprimée en 3D 7

4
2 3
Ltotal - Lcylindre + Ldemi—sphére = 7mr-h + gﬂ"l"

Cas 4 : Calcul de surface pour un revétement d’avion

Probléeme

Comment calculer la surface totale d'une carlingue d’avion pour un

revétement précis 7

On modélise la carlingue comme un cylindre :

A =2nrh
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10 mots de vocabulaire ,7/;
d’un avion |

| Réacteurs |
} Moteurs !

Cas 5 : Aménagement d’un espace urbain

Probleme

Comment concevoir un parc public en calculant I'espace optimal a uti-

liser tout en respectant les contraintes géométriques ?

Utilisation des formules géométriques pour maximiser I'espace vert tout
en intégrant des structures (aires de jeux, fontaines) et des chemins.

Cas 6 : Observation des planétes

Probléme
Comment calculer la distance entre deux planetes en tenant compte de

leurs trajectoires ?
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Utilisation de la géométrie de I'espace et des orbites elliptiques (sections
coniques) pour déterminer la distance minimale lors d’une opposition pla-
nétaire.

épicycles
]

Cas 7 : Création d’environnements virtuels

Probléme

Comment créer des environnements virtuels réalistes pour la réalité vir-
tuelle ?

La géométrie de l'espace est utilisée pour modéliser des objets 3D avec
des textures et des proportions réalistes.

Conclusion

La géométrie de 'espace permet de modéliser, concevoir et construire des
objets et des structures en trois dimensions. De la construction a l'ingénie-
rie, en passant par la modélisation 3D et la réalité virtuelle, elle constitue
une base pour comprendre les formes qui nous entourent.
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50. Pourquoi le Barycentre a 1’école ?

T
- 1

[
[
’
g
A
g
¥
[

BRERRRREN

Contexte

Question

Comment déterminer le centre optimal pour une infrastructure dans une
ville ?

Le barycentre est utilisé pour trouver le centre de gravité d'une répar-
tition de population dans une ville, facilitant la localisation optimale pour
des infrastructures, comme des hopitaux ou des centres commerciaux.
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Définition du Barycentre

Qu’est-ce qu’un barycentre ?

Le barycentre, aussi appelé centre de gravité, est un point qui représente

la position moyenne pondérée d’un ensemble de points en fonction de
leurs poids respectifs.

Formule Mathématique :

n n
X TG X MY

7
rg = 3 Yyag =
2?21 m;

Yie1 My
— m; : Poids ou importance du point ¢ (par exemple, population d'une
zone)

— (x4, 9;) : Coordonnées du point i

Application : Exemple Pratique

Considérons une ville ou chaque zone représente un quartier avec sa
propre population :
— Zone A : pres du parc avec 5000 habitants.

— Zone B : au centre-ville avec 3000 habitants.

— Zone C : au bord de la riviere avec 2000 habitants.
Coordonnées : (1,3), (4,5),(6,1)

Question

Ou devrions-nous placer une nouvelle école pour minimiser les déplace-

ments des habitants ?

Calcul du Barycentre pour un Emplacement Optimal

Utilisons la formule du barycentre :

5000 X 143000 X 442000 X 6 33000

Hite. = = 3.3
5000 -+ 3000 + 2000 10000
5000 x 343000 x 542000 x 1 29000 a9
ve = 5000 + 3000 + 2000 - 10000 77
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Le point optimal pour U'infrastructure se situe donc autour de (3.3, 2.9),
au centre des trois zones.

Ce barycentre permet de placer I’école a un endroit stratégique, facilitant
'acces pour un maximum d’habitants.

Avantages du Barycentre en Urbanisme

— Optimisation des distances : minimiser les déplacements pour la majo-
rit¢ de la population.

— Accessibilité accrue : faciliter 'acces aux infrastructures.

— Réduction des cofits : planification stratégique des emplacements.

Limites et Améliorations
Limites :
— Hypotheses simplifiées sur la répartition uniforme de la population.
— Ne prend pas en compte les obstacles géographiques.
Améliorations possibles :

— Utiliser des modeles intégrant la topographie.
— Prendre en compte les flux de déplacement.
Conclusion

L’utilisation du barycentre dans la planification urbaine permet d’opti-
miser I'emplacement des infrastructures, réduisant les cofits et augmentant
'accessibiliteé.
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Ressources et inspirations

Ce livre est né de ma passion pour les mathématiques appliquées a la vie
réelle, mais aussi de nombreuses lectures, vidéos, discussions, et recherches.

Voici quelques références, sites, ouvrages et plateformes qui m’ont inspi-
rée dans la rédaction de ces applications.

Sites et plateformes
— https://netflixtechblog.com— Le blog technique de Netflix, pour
mieux comprendre leurs systemes de recommandation.

— https://mathigon.org — Une plateforme interactive pour explorer
les maths autrement.

— https://towardsdatascience.com — Articles simples sur la data
science et les algorithmes.

— https://ourworldindata.org — Statistiques mondiales, utiles pour
les chapitres sur la santé ou les inégalités.

Ouvrages et lectures marquantes

— Jan Stewart — Les mathématiques du quotidien

— Jordan Ellenberg — How Not to Be Wrong : The Power of Mathematical
Thinking

— Cathy O’Neil — Weapons of Math Destruction

— Livres de vulgarisation en philosophie, sociologie, et économie, pour
enrichir les contextes d’application

Logiciels et outils utilisés

— Python — pour illustrer les exemples de TF-IDF, SIR, ou recomman-
dations
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— LaTeX — pour la mise en forme du livre

— Canva et Inkscape — pour certaines illustrations
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Merci a celles et ceux qui, de pres ou de loin, m’ont inspirée ou encouragée
A éerire ce livre. A ma communauté en ligne, a mes éloves, et & ma fille
qui me pousse chaque jour a rendre les mathématiques plus vivantes et
accessibles.
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